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Îá îäíîì ñïîñîáå îïèñàíèÿ âûïóêëûõ
ïîâåðõíîñòåé.

À.À.Ëèãóí, À.À.Øóìåéêî, Ñ.Â.Òèì÷åíêî

Ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé â Rn ÷åðåç çíà÷åíèÿ
îïîðíîé ôóíêöèè. Èññëåäîâàíû íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè âûïóêëûõ
ïîâåðõíîñòåé, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ïîâåðõíîñòè ðàâíîé

øèðèíû.

Â ðàáîòå [1] ïîëó÷åíî îïèñàíèå âûïóêëûõ ïëîñêèõ êðèâûõ ÷åðåç îïîðíûå
ôóíêöèè. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ðàáîòû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Äëÿ ôóíêöèè f(t), ν-ÿ ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé â êàæäîé òî÷êå t ∈ (a, b)
èìååò îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå f (ν)(t± 0), ïîëîæèì

f ((ν))(t) = 0.5
(
f (ν)(t + 0) + f (ν)(t− 0)

)
.

Ïóñòü Θn åñòü ìíîæåñòâî ïðîìåæóòêîâ [αk, βk] (k = 1, 2, . . . , n) èç
[0, 2π] òàêèõ, ÷òî α1 < β1 < α2 < . . . < βn.

×åðåç Ψm îáîçíà÷èì m-ìåðíûé âåêòîð {ϕk}m
k=1 òàêîé, ÷òî

ϕk ∈ (β1, β1 + 2π) \
n⋃

i=1

(αi, βi) (k = 1, 2, . . . , m)

è ϕ1 < ϕ2 < . . . < ϕm. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lm = {lk}m
k=1 m-ìåðíûé âåêòîð ñ

ïîëîæèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè.
Êðîìå òîãî, ïóñòü M(Θn, Ψm,Lm) êëàññ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ æîðäàíîâûõ

êðèâûõ Γ(t) îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàì:
åñëè êàñàòåëüíàÿ, ñêîëüçÿùàÿ ïî êðèâîé, â íåêîòîðîé òî÷êå íàêëîíåíà

ê ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ îñè OX ïîä óãëîì αi, òî ïðè ïåðåõîäå
÷åðåç ýòó òî÷êó óãîë íàêëîíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå βi;

åñëè êàñàòåëüíàÿ, ñêîëüçÿùàÿ ïî êðèâîé, â íåêîòîðîé òî÷êå íàêëîíåíà
ê ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ îñè OX ïîä óãëîì ϕk, òî êàñàòåëüíàÿ
áóäåò ñîâïàäàòü ñ ó÷àñòêîì êðèâîé äëèíû lk.
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Çäåñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå (x(t), y(t)) íàïðàâëåíà â
íàïðàâëåíèè âåêòîðà (x′(t), y′(t)).

Êàæäîìó íàáîðó (Θn, Ψm, Lm) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êëàññ T(Θn,
Ψm, Lm) 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ êóñî÷íî - äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ρ(ϕ)
îïðåäåëåííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ïðîèçâîäíàÿ ρ′(ϕ) íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ ïðîìåæóòêà [0, 2π], êðîìå
òî÷åê ϕk (k = 1, 2, . . . , m), â êîòîðûõ èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

ρ′(ϕk + 0)− ρ′(ϕk − 0) = lk,

ïðîèçâîäíàÿ ρ((2))(ϕ) ïî÷òè âñþäó ñóùåñòâóåò, ôóíêöèÿ ρ(ϕ) + ρ((2))(ϕ)
íå ìåíÿåò çíàê íà ïåðèîäå, îáðàùàåòñÿ â íîëü äëÿ ϕ ∈ [αk, βk] (k =
1, 2, . . . , n) è íà ìíîæåñòâå (β1, β1 +2π)\⋃n

i=1 (αi, βi) ïî÷òè âñþäó îòëè÷íà
îò íóëÿ.

Òåîðåìà A. Êðèâàÿ Γ(ρ) ëåæèò ê êëàññå M(Θn, Ψm, Lm) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå

Γ(ρ, ϕ) =
{

x(ρ, ϕ)
y(ρ, ϕ)

=
{−ρ(ϕ) sin ϕ− ρ′(ϕ) cos ϕ,

ρ(ϕ) cos ϕ− ρ′(ϕ) sin ϕ,
(1)

ãäå ôóíêöèÿ ρ(ϕ) ëåæèò â êëàññå T(Θn, Ψm, Lm).
Â ðàáîòå àâòîðîâ [2] ïîëó÷åíî îáîáùåíèå òåîðåìû A äëÿ òðåõìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà. Ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ ãëàäêàÿ, âûïóêëàÿ, îãðàíè÷åííàÿ
ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâèìà â âèäå:





x = ρ(ϕ, ψ) sin ψ cos ϕ + ρ′ψ(ϕ, ψ) cos ψ cos ϕ− ρ′ϕ(ϕ, ψ)
sin ϕ

sin ψ
,

y = ρ(ϕ, ψ) sin ψ sin ϕ + ρ′ψ(ϕ, ψ) cos ψ sin ϕ + ρ′ϕ(ϕ, ψ)
cos ϕ

sin ψ
,

z = ρ(ϕ, ψ) cos ψ − ρ′ψ(ϕ, ψ) sin ψ,

ãäå ôóíêöèÿ ρ(ϕ, ψ) íåïðåðûâíàÿ âïëîòü äî âñåõ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ
äëÿ ϕ ∈ [0, 2π], ψ ∈ (0, π) òàêîâà, ÷òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(ρ + ρ′′ψψ)(ρ sin2 ψ + ρ′ψ cos ψ sin ψ + ρ′′ϕϕ)− (ρ′ϕctgψ − ρ′′ϕψ)2 > 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåîðåìó A ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:
Òåîðåìà B. Êðèâàÿ Γ(ρ) ëåæèò ê êëàññå M(Θn, Ψm,Lm) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå

Γ(ρ, u, v) =
{

ρ(u, v)v − ρ′(u, v)u,
ρ(u, v)u + ρ′(u, v)v,

(2)
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ãäå (u, v) � òî÷êà íà åäèíè÷íîì êðóãå (u2 +v2 = 1) è ρ(u, v) òàêîâà, ÷òî
ôóíêöèÿ ρ(− cos ϕ, sin ϕ) ëåæèò â êëàññå T(Θn, Ψm,Lm).

Ââåäåì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé

Îïðåäåëåíèå 1 Íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ρ(Γ,u) íàçûâàåòñÿ îïîðíîé
ôóíêöèåé ïîâåðõíîñòè Γ, åñëè ρ(Γ,u) åñòü ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò
äî îïîðíîé ïëîñêîñòè ïîâåðõíîñòè Γ â òî÷êå Γ(u).

Îïðåäåëåíèå 2 Êàê îáû÷íî, ε-êîðèäîðîì Kr(Γ) ïîâåðõíîñòè Γ íàçîâåì
îáúåäèíåíèå âñåõ øàðîâ KM(r) ðàäèóñà r ñ öåíòðàìè, ëåæàùèìè íà
ïîâåðõíîñòè Γ.

Âíåøíÿÿ (âíóòðåííÿÿ) îãèáàþùàÿ Kr(Γ) íàçûâàåòñÿ âíåøíåé (âíóòðåííåé)
r− ýêâèäèñòàíòîé ïîâåðõíîñòè Γ.

Îïðåäåëåíèå 3 Ïóñòü â êàæäîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè Γ(u) ïëîòíîñòü
ðàâíà K(u), òîãäà öåíòð òÿæåñòè ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ òî÷êîé
Øòåéíåðà.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü ïîâåðõíîñòü Γ â n−ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn îïðåäåëåíà
ðàâåíñòâàìè

xi = uiρ +
∂ρ

∂ui

− ui

n∑

j=1

∂ρ

∂uj

uj (i = 1, 2, . . . , n), (3)

ãäå òî÷êà u = (u1, u2, . . . , un) ëåæèò íà ñôåðå

Sn =



u ∈ Rn :

(
n∑

i=1

u2
i

)1/2

= 1



 (4)

è âåëè÷èíà

K(u) = ρ(u)−
n∑

j=1

∂ρ

∂uj

uj +∇ρ(u)−



n∑

j=1

∂

∂uj

uj




2

ρ(u) (5)

íà ñôåðå (4) íåîòðèöàòåëüíà.
Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Ïîâåðõíîñòü îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâàìè (3) � (5) åñòü âûïóêëàÿ
çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü.
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2. Ïëîñêîñòü, îïîðíàÿ ê ïîâåðõíîñòè Γ â òî÷êå Γ(u) (u ∈ Sn) èìååò
íîðìàëü u.

3. Åñëè ρ = ρ(u) íåîòðèöàòåëüíî íà ñôåðå (4), òî ρ(u) åñòü îïîðíàÿ
ôóíêöèÿ ïîâåðõíîñòè Γ â òî÷êå Γ(u).

4. Åñëè
ρ1(u) = ρ(u) +

n∑

i=1

Ciui,

òî ïîâåðõíîñòü Γ(ρ1) îòëè÷àåòñÿ îò ïîâåðõíîñòè Γ(ρ) ëèøü íà
ñäâèã C= (C1, C2, . . . , Cn).

5. Ïîâåðõíîñòü Γ(ρ + r) åñòü r−ýêâèäèñòàíòà ïîâåðõíîñòè Γ(ρ).

6. Òî÷êà Øòåéíåðà ïîâåðõíîñòè Γ âèäà (3) åñòü òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè
grad(Γ, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî ñâîéñòâà ïðîâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.
Íàéäåì Ãàóññîâó êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè (3) è óáåäèìñÿ, ÷òî îíà èìååò âèä
(5) è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîâåðõíîñòü (3) áûëà âûïóêëîé, åå
Ãàóññîâà êðèâèçíà (5) äîëæíà áûòü íåîòðèöàòåëüíà.

Îñòàëüíûå ñâîéñòâà òàêæå óñòàíàâëèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ íåïîñðåäñòâåííûõ,
èíîãäà ãðîìîçäêèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Èç òåîðåìû 1 ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 2 Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîâåðõíîñòü Γ(u) áûëà ãëàäêîé âûïóêëîé,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà ïðåäñòàâèìà â âèäå (3) � (5),
ãäå ρ(u) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, ó êîòîðîé ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
è êðèâèçíà K(u) íåïðåðûâíû íà ñôåðå (4) è åå îêðåñòíîñòè.

×åðåç <(Γ, γ) îáîçíà÷èì íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ε, ïðè êîòîðîì γ ∈
Kε(Γ). Ïðè ýòîì áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü γ íàõîäèòñÿ îò ïîâåðõíîñòè
Γ íà ðàññòîÿíèè <(Γ, γ).

Çàìåòèì, ÷òî òàêèì îáðàçîì ââåäåííîå ðàññòîÿíèå íå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì.
Ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè Γ è γ åñòü âåëè÷èíà

σ(Γ, γ) = min{<(Γ, γ),<(γ, Γ)}.
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Äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé Γ, γ, ïðåäñòàâèìûõ
â âèäå (3) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

σ(Γ, γ) = sup
u∈Sn

|ρ(Γ,u)− ρ(γ, u)|.

Êàæäîé îãðàíè÷åííîé âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè è êàæäîìó íàïðàâëåíèþ
u ñîîòâåòñòâóþò äâå íåñîâïàäàþùèå îïîðíûå ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíûå
ýòîìó íàïðàâëåíèþ.

Åñëè äëÿ êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ïëîñêîñòÿìè
åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, òî ýòà ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ
ðàâíîé øèðèíû.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâàìè
(3) � (5) áûëà ïîâåðõíîñòüþ ðàâíîé øèðèíû d íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû íà ñôåðå Sn âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

ρ(u) = ρ(−u) ρ(u) + ρ(−u) = d. (6)

Ïóñòü ôóíêöèÿ ρ ïðåäñòàâèìà â âèäå

ρ(u) =
∞∑

ν=0

ρν(u), (7)

ãäå
ρ0 = C0, ρ1 =

n∑

i=1

Ciui,

ρ2 =
n∑

i=1

n∑

j=1

Ci,juiuj, ρ3 =
n∑

i=1

n∑

j=1

n∑

k=1

Ci,j,kuiujuk, . . .

è
ρ(u) =

∞∑

ν=0

ρ2ν+1(u)

ñõîäèòñÿ. Òîãäà óñëîâèå (6) âûïîëíÿåòñÿ.
Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ,

êîòîðûå ñëåäóþò èç òåîðåìû 1.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ u, v äëÿ âûïóêëîé

ïîâåðõíîñòè Γ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïðÿìîé ïàðàëëåëåïèïåä îïèñàííûé
âîêðóã Γ c ðåáðàìè ïàðàëëåëüíûìè âåêòîðàì u,v è u×v (u×v âåêòîðíîå
ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ). Åñëè äëÿ ëþáûõ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ u è
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v ñóììà âñåõ ðåáåð ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíà P , òî òàêàÿ ïîâåðõíîñòü
íàçûâàåòñÿ P -ïîâåðõíîñòüþ, åñëè ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà
ðàâåí ôèêñèðîâàííîìó S, òî ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ S-ïîâåðõíîñòüþ,
à åñëè äëÿ ëþáûõ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ u è v îáúåì îïèñàííîãî
ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâåí ôèêñèðîâàííîìó V , òî òàêàÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ
V -ïîâåðõíîñòüþ.

Òåîðåìà 3 Ëþáàÿ P -ïîâåðõíîñòü Γ ïðåäñòàâèìà â âèäå (3), ãäå ôóíêöèÿ
ρ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ρ(u) + ρ(−u) + ρ(v) + ρ(−v) + ρ(u× v) + ρ(−u× v) =
P

4
,

S− ïîâåðõíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ îïîðíîé ôóíêöèåé óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ

(ρ(u) + ρ(−u))(ρ(v) + ρ(−v)) + (ρ(u) + ρ(−u))(ρ(u× v) + ρ(−u× v))+

+(ρ(v) + ρ(−v))(ρ(u× v) + ρ(−u× v)) = 2S,

à êàæäàÿ V -ïîâåðõíîñòü Γ ïðåäñòàâèìà â âèäå (3), ãäå ôóíêöèÿ ρ óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ

(ρ(u) + ρ(−u))(ρ(v) + ρ(−v))(ρ(u× v) + ρ(−u× v)) = V,

ãäå u, v îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû íà ñôåðå S3.

6



Ëèòåðàòóðà

[1] Ëèãóí À.À., Øóìåéêî À.À. Î ãåîìåòðèè âûïóêëûõ êðèâûõ.-
Èçâåñòèÿ Òóëüñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ
Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èíôîðìàòèêà. 1998. Òîì 4, âûï. 3, ñ.
88-92.

[2] Ëèãóí À.À., Òèì÷åíêî Ñ.Â., Øóìåéêî À.À. Î ãåîìåòðèè
âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé.- Âiñòíèê Äíiïðîïåòðîâñüêîãî óíiâåðñèòåòó,
Ìàòåìàòèêà,3, 1998, ñ.85-92.

[3] Ëåéõòâåéñ Ê. Âûïóêëûå ìíîæåñòâà.- Ì., Íàóêà, 1985, 335 c.

[4] È.Ì.ßãëîì, Â.Ã.Áîëòÿíñêèé Âûïóêëûå ôèãóðû. Ì., Ãîñòåõèçäàò,
1951, 250 c.

7



Îá îäíîì ñïîñîáå îïèñàíèÿ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé.
À.À.Ëèãóí, À.À.Øóìåéêî, Ñ.Â.Òèì÷åíêî

Ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé â Rn ÷åðåç
çíà÷åíèÿ îïîðíîé ôóíêöèè. Íàéäåíû óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå
óñëîâèå ðàâíîé øèðèíû ïîâåðõíîñòè, à òàêæå ïîëó÷åíû íåêîòîðûå
õàðàêòåðèñòèêè òàêèõ ïîâåðõíîñòåé.

Ïðî îäèí çàñiá îïèñó îïóêëèõ ïîâåðõîíü. À.À.Ëèãóí,
À.À.Øóìåéêî, Ñ.Â.Òèì÷åíêî

Îòðèìàíî âèãëÿä îïóêëèõ ïîâåðõîíü ó Rn ÷åðåç çíà÷åííÿ
îïiðíîi ôóíêöii. Çíàéäåíi óìîâè ÿêi çàáåñïå÷óþòü âèìîãè ðàâíîi
øèðèíè ïîâåðõíi, à òàêîæ îòðèìàíi äåÿêi õàðàêòåðèñòèêè òàêèõ
ïîâåðõîíü.

About one method of exposition of convex surfaces.
A.Ligun, A.Shumeiko, S.Timchenko

The representation of convex surfaces in Rn through values is
obtained function of supports. The conditions, ensuring a con-
dition of an equal breadth are found the surfaces, and also are
obtained some performances of such surfaces.
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