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ãàÉìç Ë ‰.

5) ÔÛÒÚ¸ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Γ(u) = Γ(ρ, u) Á‡‰‡Ì‡ ‡-
‚ÂÌÒÚ‚‡ÏË (2), ÚÓ„‰‡ Γ(ρ + r, u) ÂÒÚ¸ ‚ÌÂ¯Ìflfl
r-˝Í‚Ë‰ËÒÚ‡ÌÚ‡ Γ(ρ, u). ÖÒÎË Ì‡ ÒÙÂÂ Sn

ÚÓ Γ(ρ – r, u) ÂÒÚ¸ ‚ÌÛÚÂÌÌflfl r-˝Í‚Ë‰ËÒÚ‡ÌÚ‡
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Γ(ρ, u);

6) ÚÓ˜Í‡ grad(Γ, u)|u = 0 ÂÒÚ¸ ÚÓ˜Í‡ òÚÂÈÌÂ‡
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Γ ‚Ë‰‡ (2).

í Â Ó  Â Ï ‡  2. ÑÎfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸
Γ(u) ·˚Î‡ „Î‡‰ÍÓÈ ‚˚ÔÛÍÎÓÈ ‰‚ÛÒÚÓÓÌÌÂÈ, ÌÂ-
Ó·ıÓ‰ËÏÓ Ë ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ, ˜ÚÓ·˚ ÓÌ‡ ·˚Î‡ ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚ËÏ‡ ‚ ‚Ë‰Â (2), „‰Â ρ(u) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl
ÙÛÌÍˆËfl, ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ‚ÏÂÒÚÂ ÒÓ Ò‚ÓËÏË ˜‡ÒÚ-
Ì˚ÏË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ÏË ‰Ó ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ‚ÍÎ˛-
˜ËÚÂÎ¸ÌÓ Ì‡ _ε(Sn) ÔË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡Î˚ı ε > 0
Ë ‚˚ÔÓÎÌflÎÓÒ¸ ÛÒÎÓ‚ËÂ K(u) > 0 ÔÓ˜ÚË ‚Ò˛‰Û Ì‡
ÒÙÂÂ (1).

çÂÍÓÚÓ˚Â ËÁ Ò‚ÓÈÒÚ‚ ÚÂÓÂÏ˚ 1 ·˚ÎË ËÁ‚ÂÒÚ-
Ì˚ ‰Îfl ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ,
[1, 2] Ë ·Ë·ÎËÓ„‡ÙË˛ Í ÌËÏ). ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÚÂ-
ÓÂÏ˚ 2, ˝ÚÓ Ë ÂÒÚ¸ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓ-
ÒÚÂÈ. èÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ (2) ‚ÏÂÒÚÂ Ò ÚÂÓÂÏÓÈ 2 ‰ÂÎ‡-
ÂÚ Ëı ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÔÓÒÚ˚Ï Ë ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï.

èÛÒÚ¸

ÇÂÎË˜ËÌÛ R(Γ, γ) ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ
ÚËÔ‡ ï‡ÛÒ‰ÓÙ‡ ÏÂÊ‰Û ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflÏË Γ Ë γ (ÒÏ.,
Ì‡ÔËÏÂ, [3]).

ë Î Â ‰ Ò Ú ‚ Ë Â  1. ÑÎfl „Î‡‰ÍËı ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚÂÈ Γ Ë γ Ò ÓÔÓÌ˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË ρ(Γ, u) Ë
ρ(γ, u) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

(4)

Ç ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ËÌÓÏ ‚Ë‰Â ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (4) ÒÓ‰Â-
ÊËÚÒfl ‚ [1].

ä‡Ê‰ÓÈ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ‚˚ÔÛÍÎÓÈ Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Γ Ë Í‡Ê‰ÓÏÛ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌË˛ u ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú Ó‚ÌÓ ‰‚Â ÌÂÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘ËÂ ÓÔÓÌ˚Â Í Γ
ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌ˚Â ˝ÚÓÏÛ Ì‡Ô‡‚ÎÂ-
ÌË˛.

ÖÒÎË ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÏÂÊ‰Û ˝ÚËÏË ÔÎÓÒÍÓÒÚflÏË ÂÒÚ¸ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ÔÓÒÚÓ-
flÌÌ‡fl Ë ‡‚Ì‡fl d, ÚÓ ˝Ú‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ‡‚ÌÓÈ ¯ËËÌ˚ d.

ë Î Â ‰ Ò Ú ‚ Ë Â  2. ÑÎfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ ‚˚ÔÛÍÎ‡fl
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Γ Ò ÓÔÓÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ρ(u) = ρ(Γ, u)
·˚Î‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ‡‚ÌÓÈ ¯ËËÌ˚ d, ÌÂÓ·ıÓ‰Ë-
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ÏÓ Ë ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ, ˜ÚÓ·˚ Ì‡ ÒÙÂÂ Sn ‚˚ÔÓÎÌfl-
ÎÓÒ¸ ÛÒÎÓ‚ËÂ

(5)

èÛÒÚ¸

Ë fl‰

‡‚ÌÓÏÂÌÓ Ë ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ ÒıÓ‰ËÚÒfl Ì‡ ÒÙÂÂ Sn ,
ÚÓ„‰‡ ÂÒÎË

ÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ (5) ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl.
ÇÌ‡˜‡ÎÂ ÚÂÓÂÏ˚ 1, 2 ·˚ÎË ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ‚ ‡·ÓÚÂ

[4] ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl ÓÔËÒ‡ÌËfl ÔÎÓÒÍËı ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÍË-
‚˚ı. èË ˝ÚÓÏ ·˚ÎÓ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ·ÓÎÂÂ Ó·˘ÂÂ ÛÚ-
‚ÂÊ‰ÂÌËÂ, ‰‡˛˘ÂÂ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ÓÔËÒ‡Ú¸ ÌÂ
ÚÓÎ¸ÍÓ „Î‡‰ÍËÂ ÍË‚˚Â, ÌÓ Ë ÍË‚˚Â Ò Û„Î‡ÏË Ë
ÔflÏÓÎËÌÂÈÌ˚ÏË Û˜‡ÒÚÍ‡ÏË. á‡ÚÂÏ ÔÓ ‡Ì‡ÎÓ„ËË Ò
[4] ‚ ‡·ÓÚÂ [5] ·˚ÎÓ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ‚˚-
ÔÛÍÎÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚ ÚÂıÏÂÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ‚
„ÂÓ„‡ÙË˜ÂÒÍËı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı. ùÚÓÚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú fl‚-
ÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ ÚÂÓÂÏ 1, 2. èË‚Â‰ÂÏ Â„Ó ÙÓ-
ÏÛÎËÓ‚ÍÛ.

ÇÒ˛‰Û ‰‡ÎÂÂ n = 3. èÓÎ‡„‡fl (u1, u2, u3) =
= (cosϕsinψ, sinϕsinψ, cosψ) ‚ ÚÂÓÂÏ‡ı 1, 2 ÔÓÎÛ-
˜‡ÂÏ

ë Î Â ‰ Ò Ú ‚ Ë Â  3. ÑÎfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ Γ ·˚Î‡
„Î‡‰ÍÓÈ ÒÚÓ„Ó ‚˚ÔÛÍÎÓÈ Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒ-
Ú¸˛, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Ë ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ, ˜ÚÓ·˚ ÓÌ‡
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÎ‡Ò¸ ‚ ‚Ë‰Â

„‰Â ρ(ϕ, ψ) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl, ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl
‚ÏÂÒÚÂ ÒÓ ‚ÒÂÏË Ò‚ÓËÏË ˜‡ÒÚÌ˚ÏË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚-
ÏË ‰Ó ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ‚ÍÎ˛˜ËÚÂÎ¸ÌÓ Ì‡ ÔflÏÓ-
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------------,–

y ρ ϕ ψ, ,( ) ρ ϕ ψ,( ) ψ ϕ +cossin=

+ ρψ' ϕ ψ,( ) ψ ϕsincos ρϕ' ϕ ψ,( ) ϕcos
ψsin

------------,–

z ρ ϕ ψ, ,( ) ρ ϕ ψ,( ) ψcos ρψ' ϕ ψ,( ) ψ,sin–=
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Û„ÓÎ¸ÌËÍÂ (ϕ, ψ) ∈ D = [0, 2π] × (0, π), Ú‡Í‡fl, ˜ÚÓ
‚ÂÎË˜ËÌ‡

ÌÂ ÏÂÌflÂÚ ÁÌ‡Í Ì‡ D Ë, ÍÓÏÂ ÚÓ„Ó, ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl
ÛÒÎÓ‚ËÂ

èË ˝ÚÓÏ ϕ, ψ ÒÛÚ¸ ˝ÈÎÂÓ‚˚ Û„Î˚ ÓÔÓÌÓÈ ÔÎÓ-
ÒÍÓÒÚË, ‡ ρ(ϕ, ψ) ÂÒÚ¸ ÓÔÓÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚË Γ.

èË‚Â‰ÂÏ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚, ÍÓÚÓ˚Â
ÒÎÂ‰Û˛Ú ËÁ ÚÂÓÂÏ 1, 2.

ÑÎfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ Ô‡˚ ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı ‚ÂÍ-
ÚÓÓ‚ u, v Ë ‚˚ÔÛÍÎÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Γ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÔflÏÓÈ Ô‡‡ÎÎÂÎÂÔËÔÂ‰, ÓÔËÒ‡Ì-
Ì˚È ‚ÓÍÛ„ Γ Ò Â·‡ÏË Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ÏË ‚ÂÍÚÓ-
‡Ï u, v Ë u × v (u × v – ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ
‚ÂÍÚÓÓ‚). ÖÒÎË ‰Îfl Î˛·˚ı ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı ‚ÂÍ-
ÚÓÓ‚ u Ë v ÒÛÏÏ‡ ‚ÒÂı Â·Â ˝ÚÓ„Ó Ô‡‡ÎÎÂÎÂÔË-
ÔÂ‰‡ ‡‚Ì‡ P, ÚÓ Ú‡Í‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl P-
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛, ÂÒÎË ÔÓÎÌ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ô‡‡ÎÎÂ-
ÎÂÔËÔÂ‰‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl P-ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛, ÂÒÎË ÔÓÎ-
Ì‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ô‡‡ÎÎÂÎÂÔËÔÂ‰‡ ‡‚Ì‡ ÙËÍÒË-
Ó‚‡ÌÌÓÏÛ ˜ËÒÎÛ S, ÚÓ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl S-
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛, ‡ ÂÒÎË Ó·˙ÂÏ ÓÔËÒ‡ÌÌÓ„Ó Ô‡‡ÎÎÂ-
ÎÂÔËÔÂ‰‡ ‡‚ÂÌ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÏÛ ˜ËÒÎÛ V, ÚÓ Ú‡-
Í‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl V-ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛.

ë Î Â ‰ Ò Ú ‚ Ë Â  4. ÑÎfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚ¸, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘‡fl ÛÒÎÓ‚ËflÏ ÚÂÓÂÏ˚ 2,

·˚Î‡ P-ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛, S-ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ËÎË
V-ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Ë ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ,
˜ÚÓ·˚ ÙÛÌÍˆËfl ρ(u) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÎ‡ ÛÒÎÓ‚ËflÏ

ËÎË

ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, „‰Â u, v – Î˛·˚Â ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸-
Ì˚Â ‚ÂÍÚÓ˚ ËÁ S3.
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ρψψ'' ϕ ψ,( ) ψ +0= ρψψ'' ϕ ψ,( ) ψ π 0–= 0.= =

ρ u( ) ρ u–( ) ρ v( ) ρ v–( ) ++ + +

+ ρ u v×( ) ρ u– v×( )+
P
4
---,=

ρ u( ) ρ u–( )+( ) ρ v( ) ρ v–( )+( ) +

+ ρ u( ) ρ u–( )+( ) ρ u v×( ) ρ u– v×( )+( ) +

+ ρ v( ) ρ v–( )+( ) ρ u v×( ) ρ u– v×( )+( ) 2S=

ρ u( ) ρ u–( )+( ) ρ v( ) ρ v–( )+( ) +

+ ρ u v×( ) ρ u– v×( )+( ) V=


