
��� ������������

�������������� �	
���	
 ����	


	�	�
��
�� 	�	��
������ ������������

����� �� ������	
 ����� 
��������� ��
������ �����	 ������� �	�� ���
�����	 �������	���	�� �������� 
��������� ��
������� �����	� �������
�� ������������ ���
����������� ������ �����	
 ����	
 ��� ����������
�������	
 ����� ��������  �� ��!"� �	�� ��� ��!����������� ��� � ������
#�������	� ����	�� ������� � ��� $��
 ����	
� ����%� !������ ��!"� �	��
���	���
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����	
 ������ ������� & ���������� ��� 
����������� �	
"���� ������ 
���
������� ��%�� ��� ���!��#������� ������ � ����%����� #������	�
���������� !�"� ��#
 !���"� &�� 
��������� ������ �����	 �����"�

���� �� ����� 
������������ �	
"��	
 ����	
� 
���������� � ������ '()�
*�� "������ ��	��� 
������� �������� ���"����� $��� �����	�
�"��� Θn ���� ��������� 
�����"���� [αk, βk] (k = 1, 2, . . . , n) �� [0, 2π]

����
� ��� α1 < β1 < α2 < . . . < βn�
����� Ψm ��������� m�����	� ������ {ϕk}m

k=1 ������ ���

ϕk ∈ (β1, β1 + 2π) \
n⋃

i=1

(αi, βi) (k = 1, 2, . . . ,m)

� ϕ1 < ϕ2 < . . . < ϕm� ��������� ����� Lm = {�k}m
k=1 m�����	� ������ �


����������	�� �������������
+���� ��!�� 
"��� M(Θn,Ψm, Lm) ����� �����"�	
 �	
"��	
 ��������	


����	
 Γ(t) �������%�
 ����"�%��� ����������,
���� ������������ �������%�� 
� ������� � ��������� ����� ��������� �


������������" ��
�������� ��� OX 
�� "!��� αi� �� 
�� 
���
��� �����
$�" ����" "!�� ������� 
�������� �������� βi-
���� ������������ �������%�� 
� ������� � ��������� ����� ��������� �


������������" ��
�������� ��� OX 
�� "!��� ϕk� �� ����������� �"���
���
����� � "������� ������ ����	 lk�
.���� �	 �������� ��� ����������� � ����� (x(t), y(t)) ��
������� � ��
����

����� ������� (x′(t), y′(t))�
*�� /"��#�� f(t)� ν0� 
���������� ������� � ������ ����� t ∈ (a, b) �����

������������� 
��������	� f (ν)(t ± 0)� 
������

f ((ν))(t) =
1
2
(f (ν)(t + 0) + f (ν)(t − 0)).

+�����" �����" (Θn,Ψm, Lm) 
������� � ������������ ����� T(Θn,Ψm,
Lm) 2π�
�����������
 �"��������//����#��"��	
/"��#�� �
��������	� ����
�"�%�� �������,

���������� θ′(ϕ) ��
���	��� �� ���
 �����
 
�����"��� [0, 2π]� ����� ���

��� ϕk (k = 1, 2, . . . ,m)� � �����	
 ����� ����� �����������

θ′(ϕk + 0) − θ′(ϕk − 0) = lk,
�



�


���������� θ((2))(ϕ) 
���� ����" �"%����"��� /"��#�� θ(ϕ) + θ((2))(ϕ) �� ���
���� ���� �� 
������� ����%����� � ���� ��� ϕ ∈ [αk, βk] (k = 1, 2, . . . , n) � ��
��������� (β1, β1 + 2π) \ ⋃n

i=1(αi, β1) 
���� ����" ������� �� �"���
1������ 2� ������ Γ(θ) ����	 � 
����� M(Θn,Ψm, Lm) 	�
�� � 	���
� 	��

��� 
�
�� ��� �����	����� � ����

3(4 Γ(θ, ϕ) =

{
x(θ, ϕ)
y(θ, ϕ)

=

{
−θ(ϕ) sin ϕ − θ′(ϕ) cos ϕ;
θ(ϕ) cos ϕ − θ′(ϕ) sin ϕ,


�� ���
��� θ(ϕ) ����	 � 
����� T(Θn,Ψm, Lm)�
5"��#�� θ(ϕ) ���� �
����� /"��#�� ������ Γ(θ) � ����� Γ(ϕ)� �� ���� 
��

����� �������� ϕ ∈ [0, 2π] �������� θ(ϕ) ���
����� � ����������� �� ������
��������� �� ����������� � ������ Γ(θ) � ����� Γ(ϕ)�
������$�� !��% �����%� 6��� ������ Γ(ϕ) � ������ ����� ����� �����

�����"� Γ′(ϕ) = (x′(ϕ), y′(ϕ))� �� ��� �������!� ε !������������� ����� ���
��� ���#�� �������� ����	 ε � ��
��������� Γ′(ϕ) � ������� � ����� Γ(ϕ)
���	������ ε ����!��#������� ������ ��� 
����� ���!��#������� ������� ε0
���!��#�����"� ����"� ��� ������ Γ(ϕ) �"��� ���������� TεΓ(ϕ)�
7��� ������ Γ(ϕ) 
� ��������� � ���!��#������� ������ ���	������ �����

�������
6��� ������ Γ(ϕ) ����� "!���"� ����" ϕ0 � ���������	�� ��������� Γ′(ϕ0+

0) � Γ′(ϕ0−0)� �� "������� ���!��#������� ������ �"��� ������� �"!" ���"��
����� � #������ � ������ ����� ϕ0 � ����"��� ε�

������� �� ���	� 
����� Γ(θ) ����	 � 
����� M(Θn,Ψm, Lm)� ��
�� ��
	��
���������� 
����� TεΓ(ϕ) ��� ���� 	���
 Γ(θ, ϕ)� �� ���������� �
���
����� ����	 ���

384 TεΓ(θ, ϕ) =

{
xε(θ, ϕ)
yε(θ, ϕ)

=

{
−θ(ϕ) sin ϕ − (θ′(ϕ) − ε) cos ϕ;
θ(ϕ) cos ϕ − (θ′(ϕ) − ε) sin ϕ,


�� ���
��� θ(ϕ) ����	 � 
����� T(Θn,Ψm, Lm)� � ��� �
����� 	���
  !	�
���	� �
������	� ������� ε�

*������������� 
"��� ������ Γ(θ) �
���������� ����������� 3(4� 1�!�� ���

������%�� ������ ����������� � ������ Γ(θ) � ����� Γ(θ, ϕ) ����

Γ′(θ, ϕ) = −(θ(ϕ) + θ((2))(ϕ))(cos ϕ, sin ϕ).

1�� ��� ������ Γ(θ) �	
"���� � �������� θ(ϕ) + θ((2))(ϕ) ������ �"��� ��
������ a(ϕ) = (cos ϕ, sin ϕ) ���� �������������	� ������ ������� 1���� �����
���� ��� ��
 ����� ������ Γ(θ) !�� �"%����"�� 
���������� Γ′(θ) "��������
���!��#������� ������ �"��� ����� ���

Γ(θ, ϕ) + ε a(ϕ) = (x(θ, ϕ) + ε cos ϕ, y(θ, ϕ) + ε sin ϕ),

��� ������ ����������� 3(4 � ��������� �������������� ������	 ��� ������ ��
�����%�
�� "!���	���
*�� "!���	
 ����� "���������� ���������
������� ���� 
������ "����������� 6���

394 θ(ϕ) = θ1(ϕ) + x0 sin ϕ − y0 cos ϕ,



�

�� {
x(θ, ϕ)
y(θ, ϕ)

=

{
x(θ1, ϕ) − x0,

y(θ1, ϕ) − y0.

:�
����"� � 384 ������ /"��#�� θ(ϕ) 
���"� ����� ��������� 394 � "���	�
���� ��� θ′(ϕ) = θ′1(ϕ) + x0 cos ϕ + y0 sin ϕ� 
���� �������	
 
��������������

��"���� ����"���� ������������
&	����� "������ 
�� �����	
 ���!��#������� ������ �"��� �	
"����� ���

��� �� $��� ��
��� ���� ����"�%�� "�����������

������� &� ���	� Γ(θ, ϕ) = Γ(ϕ) ����
���� "��
��	�� 
����� � θ(ϕ) �� �����
��� ���
���� #�� 	�
� �	�$� 	��
���������� 
����� TεΓ(ϕ) $��� ����
��%�
���$������ � ���	�	���� �	�$� ����������� ���� �" ��������	�&

3;4 ε > max
ϕ

(
−θ′(ϕ) + θ′′′(ϕ)

2
+

1
2

√
(θ′(ϕ) + θ′′′(ϕ))2 − 4(θ(ϕ) + θ′′(ϕ))2

)
���

3<4 ε < min
ϕ

(
−θ′(ϕ) + θ′′′(ϕ)

2
− 1

2

√
(θ′(ϕ) + θ′′′(ϕ))2 − 4(θ(ϕ) + θ′′(ϕ))2

)
.

*������������� "������ �	
"������ $����������� ���"� ��� �������� ����
��� 
������������ �� ����

3=4 Kε(ϕ) =
x′

εy
′′
ε − y′

εx
′′
ε

((x′
ε)2 + (y′

ε)2)3/2
> 0


�� ���
 ϕ ∈ [0, 2π]�
���������� �������� 
��������	


x′
ε = −(θ(ϕ) + θ′′(ϕ)) cos ϕ − ε sin ϕ,

y′
ε = −(θ(ϕ) + θ′′(ϕ)) sin ϕ + ε cos ϕ,

x′′
ε = (θ(ϕ) + θ′′(ϕ)) sinϕ − (θ′(ϕ) + θ′′′(ϕ)) cos ϕ − ε cos ϕ,

y′′
ε = −(θ(ϕ) + θ′′(ϕ)) cos ϕ − (θ′(ϕ) + θ′′′(ϕ)) sin ϕ − ε sin ϕ,

� /���"�" ��� �	�������� �������	 ������� 
��"���� ��� �������� ���!���
#������� ������ TεΓ(θ) � ����� ϕ �"��� �
���������� ����������

Kε(ϕ) =
(θ(ϕ) + θ′′(ϕ))2 + ε(θ′(ϕ) + θ′′′(ϕ)) + ε2

((θ(ϕ) + θ′′(ϕ))2 + ε2)3/2
.

1���� �������� "������ 3=4 $����������� "������

(θ(ϕ) + θ′′(ϕ))2 + ε(θ′(ϕ) + θ′′′(ϕ)) + ε2 > 0 (ϕ ∈ [0, 2π]),

��� � �����	���� ����������� 3;4�3<4�
�������� ��� 
��%��� S(Γε) /�!"�	� �!���������� ���!��#������� ������

TεΓ(ϕ)� 
���������� �	
"���� ������ Γ� �� ������� �� ���� ������� �� ����

S(Γε) − S(Γ) = πε2,

!�� S(Γ)0 
��%��� /�!"�	� �!���������� ������ Γ�
*������������� 
"��� Γ0����� �	
"���� ������� ��!�� ��� 
����������

� ���� 3(4� ������������� �� ���!��#������� ������ TεΓ� 
� 
���������� (�
�"��� 
���������� � ���� 384�



�

1�� ��� 
��%��� /�!"�	 >� �!���������� ������ Γ �
���������� ������
�����

S =
1
2

∫
Γ

xdy − ydx,

��

S(Γε) − S(Γ) =
1
2

∫
Γε

xεdyε − yεdxε − 1
2

∫
Γ

xdy − ydx.

:�
����"� �������� /"��#�� x(ϕ)�y(ϕ)�xε(ϕ)� yε(ϕ) � �
 ��//����#�����

dx = −(θ(ϕ) + θ′′(ϕ)) cos ϕ dϕ,

dy = −(θ(ϕ) + θ′′(ϕ)) sin ϕ dϕ,

dxε = (−(θ(ϕ) + θ′′(ϕ)) cos ϕ − ε sin ϕ)dϕ,

dyε = (−(θ(ϕ) + θ′′(ϕ)) sin ϕ + ε cos ϕ)dϕ,


��"����

S(Γε)−S(Γ) =
1
2

∫ 2π

0

[
θ(ϕ) · (θ(ϕ) + θ′′(ϕ)) + ε2 − εθ′(ϕ) − (θ(ϕ)2 + (θ′(ϕ))2)

]
dϕ =

=
1
2

∫ 2π

0

[
θ(ϕ) · θ′′(ϕ) + (θ′(ϕ))2 + ε2 − εθ′(ϕ)

]
dϕ =

=
1
2

∫ 2π

0

d(θ(ϕ) · θ′(ϕ)) +
1
2

∫ 2π

0

(ε2 − εθ′(ϕ))dϕ.

?���	���� ��� ��� 2π�
������������ /"��#�� � ����!���"���� 
��������
��� ����� ����� ���������

1
2

∫ 2π

0

d(θ′(ϕ)) = 0,


��"����

S(Γε) − S(Γ) =
1
2

∫ 2π

0

ε2dϕ = π · ε2,

��� � ����������� ���������
&	����� �
���"� /"��#�� θ(ψ) ���!��#������� ������ TεΓ ����� �
���"�

/"��#�� θ(ϕ) ������ Γ�
�"��� ψ0"!�� ������� ����������� ���!��#������� ������ � 
����������

���" ��
�������� ��� OX� 1�!��

tgψ =
sin ϕ − σ cos ϕ

cos ϕ + σ sin ϕ
,

!��

σ =
ε

θ(ϕ) + θ′′(ϕ)
.

+���������� � ���!��#������� ������ �
��	������ "���������

(x + θ(ϕ) sin ϕ + (θ′(ϕ) − ε) cos ϕ)(sin ϕ − σ cos ϕ) =

= (y − θ(ϕ) cos ϕ + (θ′(ϕ) − ε) sin ϕ)(cos ϕ + σ sin ϕ)
1���� �������� ���������� �� ������ ��������� (0, 0) �� ����������� ���!���
#������� ������

r(ϕ) =
θ(ϕ) − σ(θ′(ϕ) + ε)√

1 + σ2
,



�

�� ���� θ(ψ) = r(ϕ)� !��

ψ = arctg

(
sin ϕ − σ · cos ϕ

cos ϕ + σ · sin ϕ

)
.

'(�()����% $�� ����� & ������ �������������� ��
����"���� ��
��
����	 ��� �������� #���������
 ����	
� ����������	
 �������� ���"����
��� 
� 
����� ��� 
� ���"������� & ��%�� ���� #���������� ����	� �����
���!�� 
���������� ��� �"����	� �� ���� ����	� �����	� �
��	���� �� ��
��
������� 
�������� ����� ������ ��������� � ����� �� ��"
 ����
����� ������
��!�� ���� ��� ���������� ������� 
� ��"!��� @������� �������� ����� ��

��������
 �"�����
*�"!��� 
�������� �"���� �������� "���������� � "��������� #������

�	� �
��	����	� ������� ��
���%���� �������������� ��"��� ��� ��� �������
����%���� 
� 
����� ����� 3���'8)�'9)4�
�"��� �	
"���� /�!"�� A �!���������� ������ Γ(θ)� 1��������� ������

��� ����� ������ Γ�����%���� ��� ���������� 
� 
����� ����� �"��� ���	�
���� ����%����� #���������
��������� ����%���"� #������" ����� CΓ(θ)�

������� *� ���	� 
����� Γ(θ) ����	 � 
����� M(Θn,Ψm, Lm)� ��
�� ��
�$�$������ ��
����� Γ(ϕ) ��� ���� 	���
 Γ(θ, ϕ) ����	 ���

3B4 Γ(θ, ϕ) =

{
x(θ, ϕ)
y(θ, ϕ)

=

{∫ ϕ

0
θ(u)du + θ′(ϕ) − θ(ϕ) sin ϕ − θ′(ϕ) cos ϕ;

θ(ϕ) − θ(0) cos ϕ − θ′(0) sin ϕ,


�� ���
��� θ(ϕ) ����	 � 
����� T(Θn,Ψm, Lm)�

*������������� ����

Γ(ϕ) =

{
−θ(ϕ) sin ϕ − θ′(ϕ) cos ϕ,

θ(ϕ) cos ϕ − θ′(ϕ) sin ϕ

�� 
���� 
������� $��� ������ �� "!�� ψ ����"! ����� C�������� 
��"���

Γψ(ϕ) =

{
−θ(ϕ − ψ) sin ϕ − θ′(ϕ − ψ) cos ϕ,

θ(ϕ − ψ) cos ϕ − θ′(ϕ − ψ) sin ϕ.

+�� ����"�� �� '()� 
�� ϕ = 0 ����������� � ������ �"��� !������������� �
����������"�%�� ����� (θ′(0 − ψ),−θ(0 − ψ)) �"��� ������������ �� ��������
�������

Γψ(ϕ) =

{
−θ(ϕ − ψ) sin ϕ − θ′(ϕ − ψ) cos ϕ,

θ(ϕ − ψ) cos ϕ − θ′(ϕ − ψ) sin ϕ + θ(−ψ)

���� ������� ����%�� 
� ��� OX�
6��� ������ Γ ������� ��� ���������� 
� ��� OX� �� 
�� 
������� �� "!��

ψ ����� ������� �"��� �������� �� ������ ��������� �� ���������� ������
����� �(ψ) �"!� ������ Γ� :� '() �����

�(ψ) =
∫ ψ

0

(θ(−ϕ) + θ′′(−ϕ))dϕ =
∫ ψ

0

θ(−ϕ)dϕ − θ′(−ψ) + θ′(0).



�

1���� �������� ���� 
�� ������� 
� ��� OX ������ Γ 
��������� �� "!�� ψ�
�� �� "�������� 
����� ���{

−θ(ϕ − ψ) sin ϕ − θ′(ϕ − ψ) cos ϕ − θ′(π − ψ) + �(ψ),
θ(ϕ − ψ) cos ϕ − θ′(ϕ − ψ) sin ϕ + θ(π − ψ).

1���� ������� "�������� #������	 
����� ���

Γψ(0) =

{
−θ(0) sin ψ − θ′(0) cos ψ + θ′(−ψ) + �(ψ),
−θ(0) cos ψ + θ′(0) sin ψ + θ(−ψ).

��� ������� ������ �� ����� C������� �
��	���� ����������

Γ̃ψ =

{
−θ′(−ψ) + �(ψ),
θ(−ψ).

1���� ������� "�������� ���
���	 3����������� ��� "���������� #������	4
������ �"��� ����� ���

Γ̃ψ(λ, ϕ0) = λΓψ(0) + (1 + λ)Γ̃ψ =

3D4 =

{
λ (−θ(ϕ0) sin(ϕ0 + ψ) − θ′(ϕ0) cos(ϕ0 + ψ)) − θ′(−ψ) + �(ψ),
λ (θ(ϕ0) cos(ϕ0 + ψ) − θ′(ϕ0) sin(ϕ0 + ψ)) + θ(−ψ),

!�� λ 0 ����� �������������� ������ ��� 0 < λ < 1 3D4 ���� "�������� "�����
������ ����%����� #������	� 
�� λ > 1 0"��������� #������	�
'(�()����% ��+�$�� �����

�"��� ���	 �����"�	� ����!� �	
"��	� ����	�

Γ(Θ, ϕ) =

{
−Θ(ϕ) sin ϕ − Θ′(ϕ) cos ϕ,

Θ(ϕ) cos ϕ − Θ′(ϕ) sin ϕ,

�

γ(θ, ϕ) =

{
−θ(ϕ) sin ϕ − θ′(ϕ) cos ϕ,

θ(ϕ) cos ϕ − θ′(ϕ) sin ϕ.

�"��� ������ γ ������� ��� ���������� 
� ������� ������� ������ Γ� E����
��� ����	 ��
��������	
 �"! ����	
 �"�"� ���
�����,

∫ ϕ

0

(Θ(t) + Θ′′(t)) d t =
∫ π+ψ

π

(θ(−t) + θ′′(−t)) d t.



�

Γ(Θ, ϕ)

γ(θ, ϕ)

�������� ��� ����%���� ������ 
�� $��� 
�������������� �� "!�� ψ� ?����
����� $��� ������ 
�� ������ /������������ ψ �"��� ����� ���

γψ(θ, φ) =

{
−θ(φ − ψ) sin φ − θ′(φ − ψ) cos φ,

θ(φ − ψ) cos φ − θ′(φ − ψ) sin φ.

7������ $�" ����"� ���� ����	 �� ������"� ���
���� � ������� ���������

γ0
ψ(θ, φ) =

{
−θ′(π − ψ) − θ(φ − ψ) sin φ − θ′(φ − ψ) cos φ,

θ(π − ψ) + θ(φ − ψ) cos φ − θ′(φ − ψ) sin φ.

1�� ��� ��� ������ Γ(Θ, ϕ) "!�� ϕ ����������"�� "!�" ������� �����������
� 
������������" ��
�������� ��� ���#���� �� ��� �
��������� "��������
����%���� ������ ����"�� 
�������� ������ γ0

ψ(θ, φ) 
�����"�� �� "!�� ϕ �

���������� ������ ��������� $��� 
�������� � ������ Γ(Θ, ϕ) ���� ����	 ���
��������� � Γ � $��� ����� ���
��� � ���� ���#��� 
�����"��� 
���������
1�!�� "�������� γ0

ψ(θ, φ) � 
�������� ������ Γ �"��� ����� ���

γψ(θ, φ) = (x(φ, ψ), y(φ, ψ)),

!��

x(φ, ψ) = −Θ(ϕ) sin ϕ − Θ′(ϕ) cos ϕ + (−θ′(π − ψ) − θ(φ − ψ) sin φ−
−θ′(φ − ψ) cos φ) cos ϕ + (θ(π − ψ) + θ(φ − ψ) cos φ − θ′(φ − ψ) sin φ) sin ϕ =

= −Θ(ϕ) sin ϕ − Θ′(ϕ) cos ϕ − θ′(π − ψ) cos ϕ + θ(π − ψ) sin ϕ+
+θ(φ − ψ) sin(ϕ − φ) − θ′(φ − ψ) cos(ϕ − φ)

�
y(φ, ψ) = Θ(ϕ) cos ϕ − Θ′(ϕ) sin ϕ − (−θ′(π − ψ) − θ(φ − ψ) sin φ−

−θ′(φ − ψ) cos φ) sin ϕ + (θ(π − ψ) + θ(φ − ψ) cos φ − θ′(φ − ψ) sin φ) cos ϕ =
= Θ(ϕ) cos ϕ − Θ′(ϕ) sin ϕ + θ′(π − ψ) sin ϕ + θ(π − ψ) cos ϕ+

+θ(φ − ψ) cos(ϕ − φ) − θ′(φ − ψ) sin(ϕ − φ).
1���� ������� "�������� !�
�#������	 ����� ���

γψ(θ, π) = (x(ψ), y(ψ)),

!��

x(ψ) = −Θ(ϕ) sin ϕ − Θ′(ϕ) cos ϕ − θ′(π − ψ) cos ϕ + θ(π − ψ) sin ϕ+



�

−θ(π) sin(ψ) − θ′(π) cos(ψ)
�

y(ψ) = Θ(ϕ) cos ϕ − Θ′(ϕ) sin ϕ + θ′(π − ψ) sin ϕ + θ(π − ψ) cos ϕ+

+θ(π) cos(ψ) + θ′(π) sin(ψ),

�� $��� ∫ ϕ

0

(Θ(t) + Θ′′(t)) d t =
∫ π+ψ

π

(θ(−t) + θ′′(−t)) d t.

������$�� !��% �����% � �(�()����% $�� ���� �
���", -+ ���

����F�������"� ����"� Γ(θ) �"��� ���	���� �"�����0!������� ���� � ����
��� ����� ����������� ���������� ��
���	����
F�������"� ����"� γn(ϕ) �"��� ���	���� �"!��	� �
������� ���� ���

�"������!������ � ������� �� n �"! ���"������� � #������� (Xi+1/2, Yi+1/2)
� ����"���� Ri+1/2 (i = 0, 1, . . . , n − 1)�
�"��� ∆n = 0 = ϕ0 < ϕ1 < . . . < ϕn = 2π 
����������� ��������� 
�������

1��!�������������� �
������ 
� ���������∆n �"��� ���	���� ��
���	��"�
������ �� ����� 
���������� 2π�
����������"� /"��#��� ������� �� ������
�� 
����"���� [ϕi, ϕi+1] (i = 0, 1, . . . , n − 1) ����� ���

s(ϕ) = Ai+1/2 + Bi+1/2 sin ϕ + Ci+1/2 cos ϕ,

!�� Ai+1/2, Bi+1/2, Ci+1/2 �������	� ��������	�
G�������� ����
 �
������ ��������� ����� ST1(∆n)�

1������ H�� 3'()4 '�$�% ��
���% ����%� γ(∆n, ϕ) � ���	���� (Xi+1/2, Yi+1/2)
� ��������� Ri+1/2 (i = 0, 1, . . . , n − 1) �����	���� � ����

3I4 γ(∆n, ϕ) =

{
x(∆n, ϕ)
y(∆n, ϕ)

=

{
−θ(∆n, ϕ) sin ϕ − θ′(∆n, ϕ) cos ϕ;
θ(∆n, ϕ) cos ϕ − θ′(∆n, ϕ) sin ϕ,


�� 	��
�����	�����
�% ����%� θ(∆n) ∈ ST1(∆n) 	�
�%� �	� Ai+1/2 > 0
(i = 0, 1, . . . , n− 1) � ���$���	� 
����% 	��
�����	�����
�% ����%� θ(∆n) ∈
ST1(∆n) 	�
�%� �	� Ai+1/2 > 0 (i = 0, 1, . . . , n−1) ��������	 ��
���% ����%�
()*�

#�� ϕ ∈ [ϕi, ϕi+1] (i = 0, 1, . . . , n− 1) ������	�� ��
���
� � 	��
�����	���
���
�
� ����%��� ����"����� ���������	�� ������	����

Xi+1/2 = −Bi+1/2, Yi+1/2 = Ci+1/2, Ri+1/2 = Ai+1/2.

*�� �������	
 ���!�������������
 3� ��������������� �"!��	
4 �
������

��������� $��� ������	 �	�� 
��"���	 � ������
 ';) � '<)�
�"��� θ(∆n, ϕ)0���!�������������� �
����� :� �
��������� ���!���������

�����!� �
����� ����"��� ��� ��� ���
 ϕ ���!��#������� ������ �"��� ��
���
�	����� �����"��� � ��� ϕ ∈ [ϕi, ϕi+1] �"��� ���������� �����������

3(J4 γε(∆n, ϕ) =

{
xε(∆n, ϕ)
yε(∆n, ϕ)

=

{
−Ai+1/2 sin ϕ + ε cos ϕ − Bi+1/2;
Ai+1/2 cos ϕ + ε sin ϕ + Ci+1/2

.

7������������� ��� ϕ ∈ [ϕi, ϕi+1] /"��#�� θ(∆n, ϕ) �"��� ���������������
�"!� ���"������ ����"��

√
A2

i+1/2 + ε2 � #������ � ����� (−Bi+1/2, Ci+1/2)�



�

1��!��#������� ������ γε(∆n, ϕ) �� �������� !������ �� ���� αi "!�� ����"
���	� � 
���	� ���������	�� ��������� � ����� ��	����� ���"�������� ��

sin2 αi =
ε2 · (Ai+1/2 − Ai−1/2)2

A2
i+1/2 · A2

i−1/2 + ε2(A2
i+1/2 + A2

i−1/2) + ε4
.

:�
����"� /���"�" 1������� 
��"����

Ai+1/2 = Ai + A′
ihi+1/2 + 0.5A′′

i h2
i+1/2 + O(h3

i+1/2),

Ai−1/2 = Ai + A′
ihi−1/2 + 0.5A′′

i h2
i−1/2 + O(h3

i−1/2),
!�� hi+1/2 = ϕi+1 − ϕi� hi−1/2 = ϕi − ϕi−1�
1�!��

sin2 αi =
ε2 · (hi+1/2 − hi−1/2)2 · [A′

i + 0.5A′′
i (hi+1/2 + hi−1/2)]2

[ε2 + A2
i + Ai · A′

i · (hi+1/2 + hi−1/2)]2

���

sin αi =
ε · ∆hi · [A′

i + A′′
i · h∗

i ]
ε2 + A2

i + 2Ai · A′
i · h∗

i

+ O((h∗
i )

3),

!�� ∆hi = hi+1/2 − hi−1/2� h∗
i = 0.5(hi+1/2 + hi−1/2)�

7������������ ����� ����� ����
���������� ���������

sin αi = ε · ∆hi ·
⎡⎣ 1

ε2 + A2
i

· A′
i + A′′

i · h∗
i

1 + 2Ai·A′
i

ε2+A2
i
· h∗

i

⎤⎦ + O((h∗
i )

3),

sin αi = ε ·∆hi ·
[

Ai

ε2 + A2
i

+
A2

i · (A′′
i − 2A′

i) + ε2 · A′′
i

ε2 + A2
i

· h∗
i

]
+O(max(h∗

i )
3, ε4, εh2

i ).

1���� ������� 
�� hi = max hi+1/2 → 0 "!�� αi → 0�
1� ����� ���� Γ(θ) !������� �"�����0���"�������� ������� �� ���!��#�����

��� ������ TεΓ(θ) ������ Γ(θ) ���� �"�����0���"��������� �� �� !������ ����
��� � ���� �� #������� � ����"���� Rε =

√
A2

i+1/2 + ε2�

:� �
��������� ���!�������������!� �
����� ����"�� ��� ��� ���
 ϕ ∈
[ϕi, ϕi+1] ����%����� #������� �"��� ����� ����"�%�� 
�������������� ���
�����

3((4 γc(∆n, ϕ) =

{
xc(∆n, ϕ)
yc(∆n, ϕ)

=

{
Ai+1/2(ϕ − sin ϕ) − Bi+1/2;
Ai+1/2(1 − cos ϕ),

�� ���� /"��#�� �"��� ��������������� �"!� #������	 � ������� � �����
(−Bi+1/2, 0)�
�������� ��� ������ γc(∆n, ϕ) �"�����0!������� *�� $��!� ���������� 
��

������� ��� �	
�������� "������

3(84

d
dϕ yi+1/2(ϕi)
d

dϕ xi+1/2(ϕi)
=

d
dϕ yi−1/2(ϕi)
d

dϕ xi−1/2(ϕi)
,

�� ���� ���������	� �
���� � ����� � ����� ϕi ���
������
*�� $��!� �������� ���

d

dϕ
yi+1/2(ϕi) = Ai+1/2 sin ϕi,



�	

d

dϕ
xi+1/2(ϕi) = Ai+1/2(1 − cos ϕi)

�� ��������������

d
dϕ yi+1/2(ϕi)
d

dϕ xi+1/2(ϕi)
=

Ai+1/2 sin ϕi

Ai+1/2(1 − cos ϕi)
=

sin ϕi

(1 − cos ϕi)
.

2����!���� "�������������� ���������
d

dϕ yi−1/2(ϕi)
d

dϕ xi−1/2(ϕi)
=

Ai−1/2 sin ϕi

Ai−1/2(1 − cos ϕi)
=

sin ϕi

(1 − cos ϕi)
,

��� � �����	���� 34� � � ��� � !�������� ������ γc(∆n, ϕ)�
6��� ������ Γ(θ) �"�����0!������ � θ(ϕ) ���� ���!�������������� �
�����

�� ���!�� 
������������� ������ �	��������� ������������ ��!�� ����� ���
$//�#����	 $��!� �
������
���� �.���� �� 6��� θ(ϕ)0���� ���!�������������� �
����� �� ����� ���

��!� �"!���!� �
����� γc(∆n, ϕ) �
���������� ����������

L(Γc) = 4
n∑

i=1

Ai+1/2 sin
δi+1/2

2
sin

ϕi+1/2

2
,

� 
��%��� /�!"�	 �!���������� �	
"��	� �"!��	� �
������ γc(∆n, ϕ) �����

S(Γc) =
n∑

i=1

A2
i+1/2

(
3
2
δi+1/2 − 4 sin

δi+1/2

2
cos

ϕi+1/2

2
+

1
2

sin δi+1/2 cos ϕi+1/2

)
,

!�� δi+1/2 = ϕi+1 − ϕi� ϕi+1/2 = ϕi+1 + ϕi (i = 0, 1, . . . , n − 1)�
*������������� ��� 
��%��� ����%����� #������	 � ��%�� ���� �	�����

���� ����������

S(Γc) =
∫ 2π

0

(θ − θ(0) cos ϕ − θ′(0) sin ϕ)(θ + θ′′)(1 − cos ϕ)dϕ.

1�!��� ����
θ(ϕ) = Ai+1/2 + Bi+1/2 sin(ϕ) + Ci+1/2(ϕ)

��

S(Γc) =
n∑

i=1

A2
i+1/2

∫ ϕi+1

ϕi

(1 − cos ϕ)2dϕ =

=
n∑

i=1

A2
i+1/2

∫ ϕi+1

ϕi

(
3
2
− 2 cos(ϕ) +

1
2

cos 2ϕ)dϕ.

&	������ ����	� ����!���� 
��"���� ����"���� ����������
& ��%�� ���� ����� �"!� ����%����� #������	 �	��������� ����"�%��

�������

L(Γc) =
∫ 2π

0

√
(θ + θ′′)2(1 − cos ϕ)2 + (θ′ + θ(0) sin ϕ − θ′(0) cos ϕ)2dϕ.

6��� θ(ϕ)0���!�������������� �
����� ��

L(Γc) =
n∑

i=1

∫ ϕi+1

ϕi

√
A2

i+1/2(1 − cos ϕ)2 + A2
i+1/2 sin ϕ2dϕ =



��

=
n∑

i=1

√
2Ai+1/2

∫ ϕi+1

ϕi

√
1 − cos ϕdϕ.

&	������ ����	� ����!���� 
��"���� ����"���� ��������� ��� ����	 ����"��
�"!���!� �
������
& ���������� �������� ��� ���"�����	 ������� 
������������ ����������

���� �
������ 
����������������
 ����� �� ������ ���	
 �	
"��	
 ����	
�
�� � �
 ��
����!������
 �����!�� �� ������ !�����
 �"���������"������	

������  �� 
��������� ������ � �
������� ����	
 ������ �����	 � ∆− ����
�	
� 
��"����	
 � ������ '=)� 
������������ ��
�����	 � ������� ������	��
�����������

�
���� ���������	

��� ����� ����� ��	
��
 ���� �� ����	
�� ���
���� �������� �������� �
������� ���
�
�	�����

��� 
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