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5.  ЕКСТРЕМАЛЬНІ ЗАДАЧІ


Розділ  5.   Екстремальні задачі
«У світі не відбувається нічого, 

  у чому б не був видний зміст 

  якого-небудь мінімуму або 

  максимуму».
      Л.Ейлер.

«Наш світ є найкращим з усіх 

  можливих світів, і тому його 

  закони можна описати

  екстремальними принципами».

Г.Лейбніц.

Людям властиве прагнення до найкращого, і якщо їм доводиться вибирати з декількох можливостей, то бажання знайти серед них найкращу є цілком природним. Слово «оптимальний» походить від латинського слова optimus, що означає найкращий, досконалий. Для того щоб знайти оптимальну з можливостей, доводиться вирішувати задачі на пошук максимуму або мінімуму, тобто найбільших або найменших значень якихось величин. Обидва ці поняття – максимум або мінімум – поєднуються єдиним терміном «екстремум» від латинського extremum, що означає «крайнє». Тому задачі, що зводяться до пошуку мінімуму або максимуму, називають екстремальними задачами. Майже той же зміст вкладається в назву «задачі оптимізації». В останньому слові більш чітко простежується зв'язок з практичним застосуванням математики.

Основою розв’язання екстремальних задач є той факт, що біля точки екстремуму швидкість зміни величини уповільнюється, а в самій точці екстремуму вона дорівнює нулю (точні формулювання цього факту наведено в параграфах 3.2 і 3.3).

Приступаючи до цього розділу, ми усвідомлюємо, що  навести єдиний алгоритм рішення екстремальних задач неможливо, оскільки набір екстремальних задач також багатий і різноманітний як сама природа і навряд чи можна розраховувати на єдиний підхід у вивченні природних явищ. У зв’язку з цим, є лише один метод навчитися розв’язувати екстремальні задачі – треба розв’язувати їх багато. Лише практика дає можливість зрозуміти внутрішню логіку задач.

При розв’язуванні екстремальних задач природно виділяти наступні етапи:

1. Постановка задачі. На цьому етапі задача ставиться як геометрична, економічна, фізична та ін.., описуються змінні задачі.

2. Формалізація задачі, тобто зведення поставленої задачі до задачі на знаходження екстремуму деякої функції й опис умов, які накладаються на змінні цієї функції.

3. Розв’язок екстремальної задачі. Це може бути точне розв’язання задачі засобами диференціального числення, або наближений розв'язок за допомогою ЕОМ.

4. Аналіз розв'язку, формулювання відповіді й інтерпретація (тлумачення) отриманого результату.

Розглянемо декілька конкретних задач на екстремум.

Приклад 5.1. Знайти відстань від точки 
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Розв’язання.  Відстанню від точки А до прямої 
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Рис. 5.1.
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Ми одержали наступну формалізацію задачі: знайти значення 
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набуває найменшого значення.

Ця задача коротко записується так:
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Розв’яжемо цю екстремальну задачу методом, розглянутим у параграфі 3.3. Для цього знайдемо похідну функції 
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Похідна 
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Розіб’ємо усю вісь критичною точкою на два інтервали: 
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Таким чином, характер монотонності функції 
[image: image40.wmf])

(

a

d

 такий:

[image: image41.jpg]



Рис. 5.2.

Отже (див. параграф 3.8) у точці 
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Відзначимо, що цю задачу можна розв’язати і безпосередньо за допомогою квадратного тричлена. Дійсно, виділяючи повний квадрат у виразі, що стоїть під знаком радикала, отримуємо:
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Звідси випливає, що 
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Так як вираз 
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і рівність досягається тоді і лише тоді, коли
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Ми прийшли до того ж висновку, що й у першому випадку. На перший погляд другий метод привів до розв’язання швидше. Це пояснюється тим, що дана функція містить під знаком радикала квадратний тричлен, методи дослідження якого нам добре відомі.


З розглянутого прикладу можна зробити висновок: деякі задачі на екстремум можна розв’язувати і без використання похідних, але при цьому кожна задача вимагає індивідуального підходу, що на відміну від розглянутого прикладу не завжди очевидно. Це свого роду мистецтво.


Наведемо ще один шлях розв’язання прикладу 5.1. Він спирається на просте твердження.


Лема. Нехай функція 
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З того, що перший співмножник завжди додатній, виходить що похідна 
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З цієї леми, зокрема випливає, що якщо 
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і єдиною критичною точкою буде 
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Розіб’ємо вісь цією точкою на два інтервали: 
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Приклад 5.2. Знайти відстань від точки 
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Рис.5.3.
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Похідна 
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Відповідь: Серед усіх точок, що лежать на гіперболі 
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Приклад 5.3. Завод випускає консерви в циліндричних банках об’ємом 200 мл. Знайти такі розміри банок, що витрата матеріалу на їхнє виготовлення була мінімальною.

Розв’язання. Кількість матеріалу, необхідного для виготовлення банки, пропорційна площині її повної поверхні. Таким чином, наша задача еквівалентна наступній: Серед усіх циліндрів об’ємом 
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Нехай h – висота циліндра і r – радиус його основи. Так як
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Такого роду задачі зазвичай називають задачами на умовний екстремум і існує класична схема їх розв’язання. Це метод невизначених множників рішення задачі оптимізації при наявності обмежень. У загальному випадку ці задачі виходять за рамки шкільної програми. У даному випадку задачу легко звести до мінімізації функції однієї змінної. Ми будемо розглядати задачі тільки такого роду.
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Відповідь. Серед усіх консервних банок з об’ємом 200 мл оптимальною по витраті металу є банка у якої
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Приклад 5.4. У коло радіуса R вписати рівнобедрений трикутник найбільшої площі.
Розв’язання. Кожну задачу можна розв’язувати різними способами (про це ми говорили при розв’язання приклада 5.1). Багато в чому це залежить від формалізації задачі. В якій мірі метод розв’язання залежить від формалізації задачі, ми покажемо на прикладі даної задачі.
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Рис. 5.4.
Крім того, так як ВМ є медіаною Δ АВС, то
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Таким чином, ми прийшли до наступної формалізації задачі 5.4:
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Відповідь. Серед усіх рівнобедрених трикутників, вписаних у коло радіуса R, найбільшу площу має трикутник, у якого 
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Рішення 2. Нехай Δ АВС – рівнобедрений трикутник (
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Отже, по теоремі синусів,
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Рис. 5.5
Тому


[image: image218.wmf]sin

|

|

2

1

2

AB

S

ABC

=

D

((
[image: image219.wmf]ABC

) = 
[image: image220.wmf]=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

×

y

y

sin

2

cos

2

2

1

2

R



[image: image221.wmf]=

×

-

×

=

×

×

=

y

y

y

y

sin

)

cos

1

(

sin

2

cos

2

2

2

2

R

R



[image: image222.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

×

=

y

y

2

sin

2

1

sin

2

R

.
Ми одержали наступну формалізацію вихідної задачі
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Розв’язуємо задачу так само, як і раніше.

Відповідь. Серед усіх рівнобедрених трикутників, вписаних у коло радіуса R, найбільшу площу має трикутник, у якого 
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Рішення 3. Нехай Δ АВС – рівнобедрений трикутник (
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Рис. 5.6.

Позначимо 
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Так як Δ АВС  рівнобедрений, то ВМ – медіана і, отже, 
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Ми прийшли до наступної формалізації задачі:
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визначена і неперервна разом з функцією 
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Приклад 5.5. Знайти найменше значення суми апофем (висот бічних граней) правильної чотирикутної піраміди з об’ємом V м3.

Розв’язання. За умовою задачі піраміда правильна (рис. 5.7).
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Рис. 5.7.
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Таким чином, ми прийшли до наступної формалізації нашої задачі:
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Рис. 5.8

Ми прийшли до наступної формалізації нашої задачі:
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Визначимо інтервали монотонності цієї функції, для чого спочатку знайдемо похідну
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Приклад 5.7. Яка висота правильної восьмикутної піраміди з площею повної поверхні S м2 і максимальним об’ємом?

Розв’язання. Позначимо сторону основи піраміди через х, а апофему (висоту бічної грані) – через у.
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Рис. 5.9.
Основою піраміди є правильний восьмикутник (рис. 5.10) і висота піраміди падає в точку О – центр симетрії цього восьмикутника, так що
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Рис. 5.10.
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Враховуючи, що об’єм піраміди дорівнює третині добутку площі основи на висоту, одержуємо
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Використовуючи теорему Піфагора, знайдемо висоту піраміди
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Легко побачити, що в цій точці функція 
[image: image364.wmf])

(

x

V

 досягає максимуму. Тоді


[image: image365.wmf]8

)

1

2

(

max

+

=

S

x


і


[image: image366.wmf](

)

=

+

-

×

=

max

2

max

max

4

)

1

2

(

4

x

x

S

S

h



[image: image367.wmf](

)

2

)

1

2

(

8

/

)

1

2

(

16

8

/

)

1

2

)(

1

2

(

4

+

=

-

-

+

-

×

=

S

S

S

S

S

.

Відповідь. Якщо висота правильної восьмикутної піраміди дорівнює 
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Приклад 5.8. Серед усіх правильних п’ятикутних призм з площею бокової поверхні S м2 вказати призму з мінімальною сумою довжин ребер.
Розв’язання. В умовах задачі вказано, що призма правильна, отже всі сторони її основи рівні між собою та всі бокові сторони також рівні між собою (рис. 5.11).
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Рис. 5.11.
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