150


ПОЧАТКИ АНАЛІЗУ

151
4.  ДОСЛІДЖЕННЯ ФУНКЦІЇ ТА ПОБУДОВА ГРАФІКІВ


Розділ  4.     Дослідження функцій та побудова
графіків
4.1.  Спрощена схема дослідження функцій
В цьому параграфі ми розглянемо застосування похідних до дослідження функцій і побудови графіків у випадку, коли функція визначена і неперервна на всій вісі. Фактично для цього нам необхідно зібрати дослідження, проведені у попередньому розділі. Наведемо цю схему:

1. Складаємо таблицю значень функції 
[image: image1.wmf])
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 у деяких точках і у відповідності до неї вибираємо масштаб.

2. Досліджуємо питання про парність, непарність, періодичність функції 
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3. Знаходимо 
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4. Знаходимо критичні точки похідної 
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, тобто точки, в яких похідна не існує або дорівнює нулю.

5. Досліджуємо знак похідної 
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6. Знаходимо інтервали монотонності і екстремуми функції 
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 і відмічаємо екстремальні значення на графіку.

7. Знаходимо 
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8. Знаходимо критичні точки другої похідної, тобто точки, у яких 
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 не існує або дорівнює нулю.

9. Досліджуємо знак другої похідної 
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10.  Досліджуємо функцію на опуклість, знаходимо точки перегину і значення функції в цих точках і відмічаємо їх на графіку.
11.  Креслимо графік функції.

Покажемо застосування цієї схеми на прикладі.

Приклад 4.1.  Дослідити функцію 
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 і побудувати її графік.
Розв’язання. Функція визначена і неперервна на всій вісі.

1. Складемо таблицю даних:

	х
	– 2
	– 1
	0
	1
	2
	3

	у
	– 8
	6
	10
	10
	12
	22


З цієї таблиці можна зробити висновок, що масштаб можна вибрати, наприклад, такий: одна одиниця – три клітинки по осі ОХ і одна клітинка по осі ОУ.

2. Функція є ні парною, ні непарною, неперіодичною, оскільки
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3. Похідна 
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4. Знаходимо критичні точки першої похідної. Для цього розв’язуємо рівняння:
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Оскільки похідна визначена і неперервна для всіх х, то критичними точками першої похідної будуть лише точки 1/3 і 1. Розбиваємо вісь критичними точками на три інтервали 
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5. Оскільки   
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то розподіл знаків першої похідної такий: 
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 на інтервалі 
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6. Монотонність функції по інтервалах розподіляється наступним чином: функція зростає на інтервалах 
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 (рис. 4.1). У точці 
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 функція досягає максимуму, а в точці 
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Рис. 4.1.

7. Знаходимо другу похідну: 
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8. Визначаємо критичні точки, розв’язуючи рівняння
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Критична точка другої похідної розбиває вісь ОХ на два інтервали 
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9. Оскільки 
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, то розподіл знаків другої похідної такий: 
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10. Досліджуємо функцію на опуклість і знаходимо точки перегину. На інтервалі 
[image: image51.wmf])
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 функція опукла вниз, точка  
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11. Креслимо графік функції

[image: image55.jpg]AR





Рис. 4.2.
Завдання для самостійної роботи
Користуючись спрощеною схемою дослідити функцію та побудувати її графік:
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4.2.  Вертикальні асимптоти

При класифікації точок розриву ми зустрічалися із ситуацією, коли функція 
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При цьому, якщо 
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Такі точки будемо називати точками розриву другого роду або їх ще можна називати нескінченними стрибками функції (рис. 4.3). З’ясування поведінки функції в околах таких точок багато в чому полегшує побудову графіка функції.


Як видно з рисунку 4.3, у цьому випадку графік функції 
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. Така пряма називається вертикальною асимптотою графіка функції 
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Рис. 4.3.

Означення 4.1. Пряма 
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Розглянемо приклади.
Приклад 4.2. Знайти вертикальні асимптоти графіка функції 
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Розв’язання. Єдина точка, у якій функція не визначена, це точка 
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Таким чином, пряма 
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Зображення «хвостів» біля вертикальних асимптот істотно допомагає при побудові графіка функції (рис. 4.4).

[image: image94.png]



Рис. 4.4.
Приклад 4.3. З’ясувати, які вертикальні асимптоти має графік функції 
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Розв’язання. Єдина точка на всій вісі, у якій дана функція не визначена – це точка 
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Маємо
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Отже, пряма 
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Приклад 4.4. З’ясувати, які вертикальні асимптоти має графік функції 
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Розв’язання. Знайдемо спочатку область визначення даної функції. Оскільки функція має в знаменнику квадратний корінь, то вона буде визначена тоді і тільки тоді, коли
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Розв’яжемо цю нерівність методом інтервалів (див. параграф 3.6). Для цього знаходимо корені рівняння
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Звідси одержуємо 
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Отже, знаки функції на інтервалах розподілені так: 
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Оскільки знаменник дробу функції 
[image: image137.wmf])

(

x

y

 обертається в нуль при 
[image: image138.wmf]3

-

=

x

 і 
[image: image139.wmf]1

=

x

, а сама функція визначена тільки праворуч від 
[image: image140.wmf]3

-

=

x

 і ліворуч від 
[image: image141.wmf]1

=

x

, то треба дослідити поведінку функції 
[image: image142.wmf])

(

x

y

 поблизу точки 
[image: image143.wmf]3

-

=

x

 і праворуч від неї, а також поблизу точки 
[image: image144.wmf]1

=

x

 і ліворуч від неї.

Функцію 
[image: image145.wmf])

(

x

y

 представимо у вигляді


[image: image146.wmf])

1

)(

3

(

1

2

3

1

)

(

2

-

+

-

=

-

-

=

x

x

x

x

x

y

.
Тоді


[image: image147.wmf]=

+

-

=

=

+

-

>

®

-

>

-

®

)

3

(

lim

)

(

lim

)

0

3

(

0

0

3

3

a

a

a

y

x

y

y

x

x



[image: image148.wmf]+¥

=

+

-

-

=

-

+

-

+

+

-

-

=

>

®

>

®

)

4

(

1

lim

)

1

3

)(

3

3

(

1

lim

0

0

0

0

a

a

a

a

a

a

a

a

.
Звідси випливає, що пряма 
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тобто пряма 
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Наші дослідження підтверджує графік функції, зображений на рисунку 4.5.
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Рис. 4.5.
Завдання для самостійної роботи
З’ясувати, які вертикальні асимптоти мають графіки функцій і дослідити поведінку графіків біля асимптот.
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4.3. Асимптоти функцій при 
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В розділі 3 було введено поняття наближених рівностей або, як їх ще називають, асимптотичних рівностей. Під цим поняттям розуміли наступний факт: чим ближче змінна величина до свого граничного значення, тим більше підстав маємо стверджувати, що має місце майже рівність. Аналогічно, при визначенні вертикальних асимптот можна сказати, що розглядається випадок, коли графік прямої 
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Аналогічно визначається асимптота графіка функції 
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Означення 4.3. Графік функції 
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Приклад 4.5. Знайти асимптоти графіка функції 
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Розв’язання. Задану функцію можна представити у вигляді:
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Якщо х дуже велике, то величина 
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Таким чином, функція 
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Аналогічно,
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Тобто, ми встановили, що функція 
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Відзначимо, що одна і та сама функція може мати кілька асимптот.  Так, поряд з функцією 
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Використання асимптот дозволяє набагато точніше будувати графіки. Так графік функції 
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Рис. 4.6.
Приклад 4.6. Знайти асимптоти функції 
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Розв’язання. Задану функцію можна представити у вигляді:
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Приклад 4.7. Знайти асимптоти функції 
[image: image219.wmf]1

2

-

=

x

x

y

  при 
[image: image220.wmf]¥

®

x

.

Розв’язання. Зрозуміло, що
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тобто, асимптотою графіка даної функції при 
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Найбільш поширеною є ситуація, коли асимптотою є пряма 
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Звідси випливає, що
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Отже,
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Тепер, коли ми визначили число k , співвідношення (4.1) можна переписати у вигляді
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Таким чином, якщо пряма 
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і вона називається похилою асимптотою графіка функції 
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Якщо 
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Приклад 4.8. Використовуючи наведений алгоритм, знайти асимптоту графіка функції 
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Розв’язання. Скористаємося формулами (4.2):
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Таким чином, пряма 
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Приклад 4.9. Знайти асимптоту графіка функції 
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Розв’язання. Відповідно до алгоритму, спочатку визначимо коефіцієнт k нахилу асимптоти:
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Тепер знайдемо коефіцієнт b:
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Таким чином, асимптот виду 
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4.4. Повне дослідження функцій і побудова графіків

На основі викладеного матеріалу наведемо повну схему дослідження функції.

1. Знаходження області визначення.

2. Обчислення значень функції в окремих точках і вибір масштабу.

3. Перевірка на періодичність.

4. Перевірка на парність і непарність.

5. Визначення вертикальних асимптот і з’ясування поведінки графіка функції в околі особливих точок (в околі вертикальних асимптот).

6. Знаходження асимптот при 
[image: image286.wmf]¥
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7. Обчислення першої похідної функції.

8. Знаходження критичних точок першої похідної.

9. Визначення інтервалів знакосталості першої похідної.

10. Дослідження функції на монотонність.
11. Визначення точок екстремуму (максимуму і мінімуму) функції та обчислення екстремальних значень функції.

12. Обчислення другої похідної функції.

13. Знаходження критичних точок другої похідної.

14. Визначення інтервалів знакосталості другої похідної.

15. Дослідження функції на опуклість.

16. Визначення точок перегину графіка функції.

17. Побудова графіка функції.

Приклад 4.10. Провести повне дослідження функції 
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Розв’язання.  1. Функція визначена для всіх дійсних 
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2. Обчислимо значення функції в декількох точках
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і позначимо їх на координатній площині.
3. Функція не є періодичною.

4. Перевіримо функцію на парність і непарність
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5. Існує одна особлива точка 
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 EMBED Equation.3  [image: image301.wmf]+¥

=

+

>

®

2

2

0

0

)

1

(

lim

a

a

a

a

.

Таким чином, 
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6. Знайдемо асимптоти при 
[image: image305.wmf]¥

®

x

. Маємо


[image: image306.wmf]=

+

=

+

=

=

¥

®

¥

®

¥

®

2

2

2

)

1

(

lim

)

1

(

lim

)

(

lim

x

x

x

x

x

x

x

f

k

x

x

x



[image: image307.wmf]=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

+

+

=

+

-

+

=

¥

®

¥

®

2

2

2

)

1

(

1

)

1

(

1

lim

)

1

(

1

1

lim

x

x

x

x

x

x

x



[image: image308.wmf]0

)

1

(

1

lim

1

1

lim

2

=

+

-

+

=

¥

®

¥

®

x

x

x

x


і


[image: image309.wmf](

)

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

-

+

=

-

=

¥

®

¥

®

x

x

x

kx

x

f

b

x

x

0

)

1

(

lim

)

(

lim

2

2



[image: image310.wmf]1

/

1

1

1

lim

/

1

/

/

lim

1

lim

2

2

2

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

¥

®

¥

®

¥

®

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

,
тобто пряма 
[image: image311.wmf]1

=

y

 є горизонтальною асимптотою при 
[image: image312.wmf]¥

®

x

.
7.  Знайдемо похідну функції
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8. За означенням критичних точок першої похідної, ними будуть ті значення х, при яких 
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9. Критичні точки розбивають область визначення функції на інтервали 
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Нарешті, оскільки
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Отже, знаки 
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Рис. 4.7.
10. Відповідно, функція 
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 буде мати наступні інтервали монотонності (рис. 4.8):
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Рис. 4.8.
11. Оскільки 
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12. Знайдемо другу похідну функції:
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13. Критичними точками другої похідної будуть точки, в яких друга похідна дорівнює нулю або невизначена, тобто
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14. Критичні точки другої похідної розбивають область визначення на інтервали. Визначаємо знак 
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Нарешті, оскільки
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 розподілені наступним чином:
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Рис. 4.9.
15. Таким чином, функція 
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 буде мати такі інтервали опуклості:
[image: image361.jpg]172




Рис. 4.10.

16. Точка перегину 
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17. Використовуючи інформацію про асимптоти графіка функції, екстремуми функції, монотонність та опуклість, креслимо графік функції 
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Рис. 4.11.
Питання для самоперевірки
1. Навести спрощену схему дослідження функції.

2. Які асимптоти називаються похилими? Навести приклад.

3. Які асимптоти називаються горизонтальними та вертикальними? Навести приклад.

4. Навести повну схему дослідження функції.
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