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3.  ЗАСТОСУВАННЯ ПОХІДНОЇ


Розділ 3.   Застосування похідної
3.1.  Застосування похідних у наближених

 обчисленнях

Ми вже знаємо, що похідна функції 
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Отже, для чисел 
[image: image4.wmf]x

, достатньо близьких до 
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, буде виконуватися наближена рівність
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Таким чином, для чисел 
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, достатньо близьких до 
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    (3.1)
Цю наближену рівність можна вивести і з геометричної інтерпретації. Дійсно, похідна функції 
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 є тангенс кута нахилу дотичної до графіка функції 
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, то рівняння дотич-ної до кривої 
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Щоб знайти b, скористаємося тим, що дотична проходить через точку 
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Підставивши це значення у (3.2), одержимо рівняння дотичної до кривої 
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             (3.3)

При значеннях 
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, достатньо близьких до 
[image: image26.wmf]0

x

, значення функції 
[image: image27.wmf])

(

x

f

 і ордината (що відповідає 
[image: image28.wmf]x

) точки на дотичній 
[image: image29.wmf])

(

)

(

)

(

0

0

0

x

x

x

f

x

f

y

-

×

¢

+

=

 також будуть близькі (рис. 3.1), тобто буде виконуватися наближена рівність


[image: image30.wmf])

)(

(

)

(

)

(

0

0

0

x

x

x

f

x

f

x

f

-

¢

+

»

.

Таким чином, ми прийшли до формули (3.1).
[image: image31.jpg]Y = S o)+ £ o) —x0)





Рис. 3.1.
Перед тим як говорити про використання формули (3.1), відзначимо, що формул для визначення наближених значень функції відомо багато і серед них наближена рівність (3.1) одна з найпростіших.

Навіщо потрібні формули виду (3.1)? Поняття функціональної залежності пронизує весь навколишній світ, ми на кожному кроці зіштовхуємося з тими або іншими функціями, самі того не підозрюючи. Разом з тим, можливість точно обчислити значення функції в точці надається нам досить рідко. Подивимося, наприклад, на операцію піднесення до степені. Ми можемо точно обчислити 
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 ми можемо лише приблизно (з будь-якою, наперед заданою точністю). Або ж, ми точно знаємо значення 
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 знаємо знову лише з визначеною точністю. Для наближеного обчислення значень трансцендентних функцій і використовуються різні формули наближеного обчислення. Розглянемо кілька прикладів застосування наближеної рівності (3.1) та формули (3.3).
Приклад 3.1. Обчислити наближено 
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Таким чином, 
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Приклад 3.2. Обчислити наближено 
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Отже, 
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Приклад 3.3. Скласти рівняння дотичної до кривої 
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Розв’язання. За умовою задачі 
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Приклад 3.4. Скласти рівняння дотичної, що проведена з точки 
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Розв’язання. Рівняння дотичної до кривої 
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Так як 
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З цього рівняння знаходимо, що 
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Якщо 
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 і рівняння дотичної набуває вигляду 
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Якщо 
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Таким чином, через точку 
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Формулу (3.1) застосовують і для інших цілей. Надалі ми будемо вивчати методи наближеного розв’язання рівнянь, один із яких (метод дотичних або метод Ньютона) заснований на застосуванні наближеної рівності (3.1).

Різних формул наближеного обчислення в обчислювальній математиці багато. Ми поки не маємо у своєму розпорядженні математичного апарату для їх побудови і використання.

Вкажемо лише, що замість наближеної рівності (3.1) можна використовувати більш точну рівність
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При 
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, достатньо близьких до 
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. Останню формулу, у свою чергу, також можна уточнити. Такого роду формули називаються формулами Тейлора. При цьому наближену рівність (3.1) можна розглядати як найпростішу формулу Тейлора.

Завдання для самостійної роботи

1. Обчислити наближено:
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2. Скласти рівняння дотичної до параболи 
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3. Скласти рівняння дотичних до графіка функції 
[image: image97.wmf]x

y

=

, які проходять через точку 
[image: image98.wmf])

5

,

1

;

2

(

.

Відповіді: 1).  а) 
[image: image99.wmf]037

,

3

»

;   б) 
[image: image100.wmf]5346

,

0

»

;   в) 
[image: image101.wmf]581

,

0

»

; 
2) 
[image: image102.wmf]8

4

+

-

=

x

y

;   3) 
[image: image103.wmf]5

,

0

5

,

0

+

=

x

y

; 

[image: image104.wmf]1

25

,

0

+

=

x

y

.
3.2. Екстремуми функції
Слово «екстремум» (extr - extremum) слово латинського походження і його переклад – «крайній». Стосовно функцій це поняття означає сукупність найбільших (max - maximum) і найменших (min - minimum) значень функції. Сформулюємо точні означення цих понять.
Означення 3.1. Точка 
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 називається точкою локального (місцевого) мінімуму функції 
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Означення 3.2. Точка 
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 називається точкою локального (місцевого) максимуму функції 
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Функція, графік якої зображено на рисунку 3.2, досягає локального мінімуму в точці 
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Рис. 3.2.
Означення 3.3. Точка 
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Означення 3.4. Точка 
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Значення 
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Для функції, графік якої зображено на рисунку 3.3, глобальний мінімум функція досягає у точці 
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Рис. 3.3.
Якщо 
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де  Е – область визначення функції 
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Так само, для локального максимуму 
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Точки максимуму і мінімуму функції називаються точками екстремуму, а значення функції в цих точках – екстремальними значеннями функції.
Якщо функція 
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 має скінченне число локальних екстремумів на 
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, то той з них, у якому вона приймає найбільше значення, з урахуванням значень функції на кінцях інтервалу, буде глобальним максимумом цієї функції, а той з них, у якому вона приймає найменше значення, з урахуванням значень функції на кінцях інтервалу, буде глобальним мінімумом.
Задачу знаходження точок мінімуму і максимуму функції та обчислення значень функції в цих точках, будемо називати задачею дослідження функції на екстремум. Ці задачі є основними в багатьох сферах людської діяльності. Це і досягнення максимуму якихось благ і мінімуму втрат, максимуму прибутку і мінімуму витрат або податків, пошуку найкращої організації праці і тому подібне.

Приклад 3.5. Дослідити функцію 
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Розв’язання. Виділяючи повний квадрат, запишемо функцію у вигляді
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Величина 
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 невід’ємна і досягає свого найменшого значення, рівного нулю, коли 
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Крім того,
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Отже, для всіх 
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Таким чином,
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Задачу можна розв’язати і графічним шляхом (рис. 3.4). Дійсно, графік функції 
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Крім того, гілки параболи напрямлені вгору і 
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Рис. 3.4.

Відзначимо, що екстремуми функції не зобов’язані досягатися в конкретних точках. Наприклад, функція 
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В цьому випадку замість того, щоб говорити про максимальне і мінімальне значення функції, говорять про її точну верхню та нижню грані.

Перейдемо до точних формулювань.

Означення 3.5. Число А називається верхньою гранню функції 
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Означення 3.6. Число А називається нижньою гранню функції 
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Означення 3.7. Число А називається точною верхньою гранню функції 
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При цьому пишуть
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Означення 3.8. Число А називається точною нижньою гранню функції 
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Зрозуміло, що, якщо знайдеться точка 
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і в цьому випадку говорять, що функція 
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 досягає своєї точ-ної верхньої грані в точці 
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Якщо знайдеться точка 
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і в цьому випадку говорять, що функція 
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 досягає своєї точ-ної нижньої грані в точці 
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Справедливим є наступне твердження, що називається теоремою Вейєрштрасса.
Теорема 3.1. Будь-яка неперервна на замкненій обмеженій множині (у тому числі на скінченному відрізку 
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) функція досягає своїх точної верхньої та точної нижньої граней.
Завдання для самостійної роботи

Дослідити на екстремум наступні функції:
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3.3. Дослідження функції на екстремум за допомогою 
першої похідної
Задача знаходження екстремумів функції прямим шляхом (як це робилося у попередньому параграфі) досить важка. Труднощі будуть істотно великими вже у випадку коли 
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 кубічний многочлен.
Зазначимо, що якщо функція 
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 така, що в кожній точці х з області визначення можна провести дотичну до її графіка (тобто у випадку, коли функція диференційовна), і точки екстремуму 
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 та 
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 лежать усередині області визначення функції, то дотичні в цих точках паралельні вісі ОХ (рис. 3.5). Цей факт дає зручний критерій для знаходження екстремумів функції.
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Рис. 3.5.
Точне формулювання цього критерію наступне:
Теорема 3.2. Нехай функція 
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Доведення. Нехай спочатку 
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 є  точкою локального мінімуму функції 
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 цієї точки такий, що  для всіх 
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недодатна. Але тоді і граничне значення цієї величини
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також недодатне.

Так як похідна 
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Таким чином, 
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невід’ємна. Але тоді і граничне значення цієї величини
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також невід’ємне. Тому
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тобто, 
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, що разом з попередньою нерівністю, дозволяє записати
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Нехай тепер 
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 є точкою локального максимуму функції 
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Теорема 3.2 стверджує, що, якщо функція диференційована на інтервалі 
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, то серед точок х, що лежать в інтервалі 
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, локальний (а, отже і глобальний) екстремум може бути лише там, де 
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Екстремум функції може бути і у тих точках х, де не виконуються умови теореми, тобто в тих точках, у яких похідна не існує і на кінцях відрізку 
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Означення 3.9.  Критичними  точками  першої похідної (інакше їх називають точками підозрілими на екстремум) функції 
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 будемо називати точки, що лежать на границі області визначення функції, точки, в яких похідна 
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 не існує, і точки, що лежать усередині області визначення функції, в яких похідна дорівнює нулю.

Виходячи з цього означення, теорему 3.2 можна сформулювати наступним чином.
Теорема 3.2* (Необхідна умова екстремуму). Для того, щоб функція 
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 досягала локального екстремуму в точці 
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 була критичною точкою першої похідної функції 
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В еквівалентній формі це твердження можна сформулювати наступним чином.

Теорема 3.2.** Якщо 
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 не є критичною точкою першої похідної  функції 
[image: image261.wmf])

(

x

f

, то в цій точці локального екстремуму функції 
[image: image262.wmf])

(

x

f

 немає.
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Наведемо кілька прикладів дослідження функції на екстремум за допомогою похідної.
Приклад 3.6. Дослідити на екстремум функцію
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Розв’язання. Знайдемо похідну цієї функції
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Звідси і з теореми 3.2* виходить, що
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Графік функції побудуйте самостійно.
Приклад 3.7. Дослідити на екстремум функцію
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Розв’язання. Знайдемо похідну функції
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Графік функції наведено на рисунку 3.6.
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Рис. 3.6.
Приклад 3.8.  Дослідити функцію 
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Розв’язання. Знайдемо похідну заданої функції:
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Крім того, похідна не існує в точці, що обертає в нуль знаменник, тобто при 
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Графік функції наведено на рисунку 3.7:
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Приклад 3.9. Дослідити функцію 
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Приклад 3.10. Дослідити функцію 
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Розв’язання. Знайдемо похідну цієї функції
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Для означення критичних точок, розв’яжемо тригонометричне рівняння
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Коренями цих рівнянь будуть відповідно точки
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Із усіх цих точок в інтервал 
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Приклад 3.11. Дослідити функцію 
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Розв’язання. Знаходимо похідну цієї функції
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У нуль похідна обертається у точках
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З цих точок тільки точка 
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Крім того,
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Отже,
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3.4. Теореми про диференційовані функції

В цьому параграфі ми викладемо теореми, що прямо не використовуються при дослідженні функції, але вони є важливими в математичному аналізі і, як ми побачимо пізніше, будуть використовуватися для означення умов монотонності (спадання або зростання) функції.

Надалі ви переконаєтеся, що наведені в даному параграфі теореми мають чисельні застосування в самих різних задачах математичного аналізу.

З тих прикладів, що ми розглядали раніше, може скластися враження, що будь-яка функція досягає свого екстремуму. Але це не так. Наприклад, функція 
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 не входить в область її означення. Якщо функція неперервна на замкненому проміжку, то екстремум завжди досягається. Цей факт ми сформулюємо у вигляді теореми.
Теорема (К. Вейєрштрасс). Якщо функція 
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Розглянемо відношення
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На рисунку 3.8 це відношення показано напрямом січної, а саме тангенсом кута нахилу січної до осі ОХ, тобто кута α.
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Рис. 3.8.

Будемо зсовувати січну паралельно самій собі і тоді знайдеться принаймні одне таке положення, при якому ця лінія торкнеться кривої у точці, абсциса якої с лежить між точками а і b.

Таким чином, існує 
[image: image387.wmf])

;

(

b

a

c

Î

, таке, що


[image: image388.wmf]a

b

a

f

b

f

c

f

-

-

=

¢

)

(

)

(

)

(

.

Цей факт називається теоремою про середнє значення функції у диференціальному численні і формулюється в такий спосіб:

Теорема про середнє значення (Лагранж). Якщо функція 
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Надалі нам знадобиться ще одна теорема – теорема Ролля, що являє собою окремий випадок теореми про середнє значення.

Теорема (Ролль). Якщо функція 
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Доведення. Якщо функція задовольняє умовам теореми, то вона задовольняє і умові теореми Вейєрштрасса. Але тоді вона досягає свого найбільшого значення М  і найменшого значення  m.

Якщо М = m, то функція постійна на 
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Переходячи до границі коли 
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Таким чином, похідна 
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Зрозуміла і геометрична інтерпретація теореми Ролля: вона стверджує, що якщо диференційовна функція на кінцях проміжку обертається в нуль, то хоч у одній внутрішній точці дотична буде паралельна вісі ОХ (рис. 3.9).
Тепер теорему Ролля застосуємо до функції
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Для кожного х функція 
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Рис. 3.9.
Функція (3.4) задовольняє умовам теореми Ролля, тобто
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і, отже, по теоремі Ролля, існує внутрішня точка 
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Останню рівність можна переписати у вигляді
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що і доводить теорему Лагранжа.

Рівність (3.5) можна переписати наступним чином
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яка читається так: приріст функції дорівнює добутку приросту аргументу на значення похідної функції в деякій середній точці.
Якщо покласти 
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Порівняйте цю формулу з формулою (3.1). На відміну від (3.1) у (3.7) рівність точна, але при цьому ми не можемо точно вказати точку с, тому що вона лежить між точками 
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Таким чином, ми отримали інше обґрунтування наближеної рівності (3.1).

3.5. Парні та непарні функції

Поняття парності і непарності тісно пов’язане з поняттям симетрії, яка властива практично всім явищам природи. Погляньте навколо, і ви знайдете, що симетрія навколо нас, та й у самих нас, починаючи з того, що в нас симетричні частини тіла, кінчаючи симетричною формою нашої галактики. Приділимо цьому поняттю трохи уваги.

Означення 3.10.  Множину 
[image: image443.wmf]R

E

Î

 будемо називати симетричною, якщо з того, що 
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Означення 3.11. Функція 
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 називається парною, якщо її область визначення є симетричною множиною і для всіх 
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 виконується рівність
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тобто протилежним значенням аргументу відповідають однакові значення функції.
Наприклад, функція
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парна, оскільки для всіх 
[image: image455.wmf]R

x

Î

 виконується рівність
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Графік парної функції є симетричним відносно осі ОУ  (рис. 3.10), тобто, якщо перегнемо зображення графіка по вісі ОУ до збігу отриманих напівплощин, то графік парної функції на лівій напівплощині збігається з графіком на правій.
[image: image457.jpg]



Рис. 3.10.
Таким чином, щоб побудувати графік парної функції достатньо побудувати його для 
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 і отриманий графік дзеркально відобразити для 
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 (тобто симетрично відносно осі ОУ).
Наприклад, якщо потрібно побудувати графік функції 
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 і симетрично відображаємо його відносно осі ОУ (накресліть його самостійно).
Означення 3.12. Функція 
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 називається непарною, якщо її область визначення є симетричною множиною і для всіх 
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тобто протилежним значенням аргументу відповідають протилежні значення функції.
Графік непарної функції є симетричним відносно початку координат, тобто якщо напівплощину 
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 повернути на півоберту навколо початку координат до збігу з напівплощиною 
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, то графік непарної функції на цій напівплощині збігається з графіком на другій напівплощині (рис 3.11).
Так, наприклад, функція 
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Графік цієї функції накресліть самостійно.
Таким чином, якщо функція непарна, то достатньо побудувати її графік для 
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, а потім симетрично відобразити його відносно початку координат.
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Рис. 3.11.
Наступні прості твердження допоможуть вам глибше зрозуміти властивості парних та непарних функцій.
Теорема 3.3. а) Якщо функція 
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 буде непарною на Е, тобто, добуток парної і непарної функцій є функція непарна.
б) Добуток парних функцій є функція парна.

в) Добуток непарних функцій є функція парна.

г) Частка від ділення парної і непарної функції є функція непарна.
д) Частка від ділення парних функцій – функція парна.

е) Частка від ділення непарних функцій – функція парна.

ж) Сума і різниця парних функцій є функція парна.

з)  Сума і різниця непарних функцій є функція непарна.

Доведення всіх пунктів проводяться абсолютно однаково. Тому доведемо, наприклад, твердження пункту а).

Нехай функція 
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що і доводить твердження пункту а).

Теорема 3.4. Похідна парної функції є функція непарна, а похідна непарної функції – парна.

Доведення. Нехай функція 
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З іншого боку, за правилом диференціювання складеної функції,
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Таким чином,
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тобто функція 
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Отже,
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Знову, якщо застосувати теорему про похідну складеної функції, одержимо
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тобто, функція 
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Самостійно дайте відповіді на наступні питання. Нехай функція 
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Наведена теорема допомагає контролювати правильність обчислення похідних.
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Теорема 3.5. Будь-яка функція, задана на симетричній множині, є сумою парної і непарної функцій.
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Таким чином, 
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3.6. Метод інтервалів

Цей параграф присвячений дуже важливому і зручному методу, який у подальшому ми будемо використовувати для розв’язування багатьох задач. Практично всі задачі на розв’язання нерівностей спираються на метод інтервалів. В основі цього методу лежить теорема Больцано. Чисто інтуїтивне твердження теореми очевидне. Але, як часто буває в математиці, просте за формою твердження складно довести. Доведення теореми Больцано досить важке і входить в програму університетського курсу математики. Наведемо формулювання теореми Больцано у тому вигляді, який нам знадобиться надалі.
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Рис. 3.12.
З цієї теореми легко одержати наступний наслідок.

Наслідок. Якщо функція 
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Цей наслідок є основою потужного методу розв’язання нерівностей – методу інтервалів.


Метод інтервалів: Нехай функція 
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), досить з’ясувати знак функції в довільній точці з цього інтервалу (рис. 3.13).
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Рис. 3.13.

Приклад 3.13. Розв’язати нерівність 
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Розв’язання. Спочатку знайдемо ті значення змінної, які обертають в нуль ліву частину нерівності:
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 неперервна на всій дійсній вісі, то точок розриву (або точок, де функція не є неперервною) немає. Множина точок, у яких функція обертається в нуль, складається з двох елементів – 
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Рис. 3.14.

На кожному з інтервалів 
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Таким чином, ми одержали наступний розподіл знаків функції 
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 (рис. 3.15):
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Рис. 3.15.

Отже, нерівність 
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Приклад 3.14. Розв’язати нерівність 
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Розв’язання. Функція 
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, елементи якої розбивають вісь на чотири інтервали (рис. 3.16):

[image: image590.jpg]



Рис. 3.16.
Виберемо усередині кожного інтервалу довільну точку і знайдемо відповідні значення функції:

   
[image: image591.wmf]0

36

5

)

6

(

3

4

4

)

2

(

2

>

=

-

-

+

=

-

y

;

    
[image: image592.wmf]0

16

3

)

4

(

3

)

0

(

2

<

-

=

-

-

=

y

;

  
[image: image593.wmf]0

9

25

,

0

25

,

2

)

5

,

0

(

3

7

25

,

12

)

5

,

3

(

2

>

=

=

-

-

-

=

y

;    
[image: image594.wmf]0

12

)

1

(

3

10

25

)

5

(

2

>

=

-

-

=

y

.

Отже, знаки функції 
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 по інтервалам розподілені наступним чином (рис. 3.17):
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Рис. 3.17.
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Завдання для самостійної роботи

Розв’язати нерівності, застосовуючи метод інтервалів.
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3.7. Монотонність функції

Монотонними функціями на множині Е називають функції, що на цій множині є зростаючими або спадаючими. Ці поняття кожному з нас інтуїтивно зрозумілі. Проте, наведемо строгі означення цих понять.

Означення 3.12. Функцію 
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У символьному вигляді означення 3.12 можна записати так:
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Рис. 3.18.
Означення 3.13. Функцію 
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Рис. 3.19.
Приклад 3.15. Довести, що функція 
[image: image630.wmf]3

2

2

-

+

=

x

x

y

 зростає на відрізку 
[image: image631.wmf])

;

1

[

¥

+

 (тобто 
[image: image632.wmf]3

2

2

-

+

=

x

x

y

 ↗ на  
[image: image633.wmf])

;

1

[

¥

+

).

Розв’язання. Нехай 
[image: image634.wmf]1

x

 і 
[image: image635.wmf]2

x

 довільні точки такі, що 
[image: image636.wmf]2

1

1

x

x

<

£

. Тоді


[image: image637.wmf]=

-

+

-

-

+

=

-

)

3

2

(

3

2

)

(

)

(

2

2

2

1

2

1

2

1

x

x

x

x

x

y

x

y



[image: image638.wmf]0

)

2

)(

(

)

(

2

2

1

2

1

2

1

2

2

2

1

<

+

+

-

=

-

+

-

=

x

x

x

x

x

x

x

x

,

тобто


[image: image639.wmf])

(

)

(

2

1

x

y

x

y

<

.

Приклад 3.16. Довести, що функція 
[image: image640.wmf]x

y

2

sin

2

=

 зростає на відрізку 
[image: image641.wmf]]

4

/

;

0

[

p

.

Розв’язання. Нехай 
[image: image642.wmf]4

/

0

2

1

p

£

<

£

x

x

. Тоді


[image: image643.wmf])

(

cos

)

(

sin

4

2

sin

2

2

sin

2

)

(

)

(

1

2

1

2

1

2

1

2

x

x

x

x

x

x

x

y

x

y

+

-

=

-

=

-

.

Так як 
[image: image644.wmf]4

/

0

1

2

p

£

-

<

x

x

 і  
[image: image645.wmf]2

/

0

1

2

p

<

+

<

x

x

, то 
[image: image646.wmf]0

)

(

sin

1

2

>

-

x

x

 і 
[image: image647.wmf]0

)

(

cos

1

2

>

+

x

x

, отже   
[image: image648.wmf]0

)

(

)

(

1

2

>

-

x

y

x

y

,
або

[image: image649.wmf])

(

)

(

1

2

x

y

x

y

>

, що і треба було довести.

Взагалі перевірка монотонності – завдання складне. Наступна теорема, що надає зручний критерій перевірки монотонності, дозволяє істотно спростити знаходження інтервалів монотонності функції.

Теорема 3.6. Якщо функція 
[image: image650.wmf])

(

x

f

 на інтервалі 
[image: image651.wmf])

;

(

b

a

 диференційована і її похідна 
[image: image652.wmf])

(

x

f

¢

 в усіх точках цього інтервалу додатна, то функція 
[image: image653.wmf])

(

x

f

 на цьому інтервалі зростає.

Це твердження можна записати у вигляді:


[image: image654.wmf])

(

0

)

(

)

;

(

x

f

x

f

b

a

x

Þ

>

¢

Î

"

  ↗   на 
[image: image655.wmf])

;

(

b

a

.

Якщо функція 
[image: image656.wmf])

(

x

f

 на інтервалі 
[image: image657.wmf])

;

(

b

a

 диференційована і її похідна 
[image: image658.wmf])

(

x

f

¢

 в усіх точках цього інтервалу від’ємна, то функція 
[image: image659.wmf])

(

x

f

 на цьому інтервалі спадає.

Це твердження можна записати у вигляді:


[image: image660.wmf])

(

0

)

(

)

;

(

x

f

x

f

b

a

x

Þ

<

¢

Î

"

  ↘   на 
[image: image661.wmf])

;

(

b

a

.

Доведення. Нехай похідна існує і 
[image: image662.wmf]0

)

(

>

¢

x

f

 на 
[image: image663.wmf])

;

(

b

a

. Якщо 
[image: image664.wmf]b

x

x

a

<

<

<

2

1

, то за теоремою Лагранжа (див. параграф 3.4) знайдеться точка 
[image: image665.wmf])

;

(

b

a

c

Î

 така, що


[image: image666.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

1

2

1

2

x

x

c

f

x

f

x

f

-

×

¢

=

-

.

Оскільки 
[image: image667.wmf])

;

(

b

a

c

Î

, то 
[image: image668.wmf]0

)

(

>

¢

c

f

. Звідси і з того факту, що 
[image: image669.wmf]1

2

x

x

>

, випливає, що


[image: image670.wmf]0

)

(

)

(

1

2

>

-

x

f

x

f

.

Таким чином, 
[image: image671.wmf])

(

)

(

1

2

x

f

x

f

>

 і, отже, функція 
[image: image672.wmf])

(

x

f

 зростає на 
[image: image673.wmf])

;

(

b

a

.
Другу половину теореми доведіть за аналогією самостійно.


З теореми 3.6 випливає, що якщо розв’язком нерівності 
[image: image674.wmf]0

)

(

>

¢

x

f

 є інтервали 
[image: image675.wmf])

;

(

1

1

b

a

, 
[image: image676.wmf])

;

(

2

2

b

a

, . . . , то на кожному з них функція 
[image: image677.wmf])

(

x

f

 зростає, якщо розв’язком нерівності 
[image: image678.wmf]0

)

(

<

¢

x

f

 є інтервали 
[image: image679.wmf])

;

(

1

1

d

c

, 
[image: image680.wmf])

;

(

2

2

d

c

, . . . , то на кожному з них функція 
[image: image681.wmf])

(

x

f

 спадає.

Розглянемо деякі приклади.

Приклад 3.17. Для функції 
[image: image682.wmf]2

4

2

x

x

y

-

=

 визначити проміжки зростання і спадання. (Дослідити функцію 
[image: image683.wmf]2

4

2

x

x

y

-

=

 на монотонність).

Розв’язання. Відповідно до теореми 3.6. спочатку знайдемо похідну функції 
[image: image684.wmf])

(

x

y

:


[image: image685.wmf](

)

)

1

(

)

1

(

4

)

1

(

4

4

4

2

)

(

2

3

2

4

+

-

=

-

=

-

=

¢

-

=

¢

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

y

.

Дотримуючись методу інтервалів, спочатку розв’яжемо рівняння 
[image: image686.wmf]0

)

(

=

¢

x

y

, тобто


[image: image687.wmf]0

)

1

(

)

1

(

4

=

+

-

x

x

x

.

Корені цього рівняння 
[image: image688.wmf]1

1

-

=

x

, 
[image: image689.wmf]0

2

=

x

, 
[image: image690.wmf]1

3

=

x

. Функція 
[image: image691.wmf])

(

x

y

¢

 неперервна для всіх х, тому вісь ОХ розбивається знайденими точками на чотири інтервали: 
[image: image692.wmf])

1

;

(

-

-¥

, 
[image: image693.wmf])

0

;

1

(

-

, 
[image: image694.wmf])

1

;

0

(

, 
[image: image695.wmf])

;

1

(

¥

+

.

З методу інтервалів випливає, що на кожному з цих інтервалів 
[image: image696.wmf])

(

x

y

¢

 знак не змінює. 

Виберемо з 
[image: image697.wmf])

1

;

(

-

-¥

 довільну точку х, наприклад, 
[image: image698.wmf]2

-

=

x

. Тоді з того, що 
[image: image699.wmf]0

24

)

2

(

<

-

=

-

¢

y

, виходить, що для всіх 
[image: image700.wmf])

1

;

(

-

-¥

Î

x

 буде виконуватись нерівність 
[image: image701.wmf]0

)

(

<

¢

x

y

, тобто функція 
[image: image702.wmf])

(

x

y

 на цьому інтервалі спадає.

Аналогічно, 
[image: image703.wmf])

0

;

1

(

5

,

0

-

Î

-

 і 
[image: image704.wmf]0

5

,

1

)

5

,

0

(

>

=

-

¢

y

. Отже, для всіх 
[image: image705.wmf])

0

;

1

(

-

Î

x

 виконується нерівність 
[image: image706.wmf]0

)

(

>

¢

x

y

 і тому функція 
[image: image707.wmf])

(

x

y

 зростає.

Так само


[image: image708.wmf]Þ

<

-

=

¢

0

5

,

1

)

5

,

0

(

y

 
[image: image709.wmf]0

)

(

<

¢

x

y

 
[image: image710.wmf]Þ

Î

"

)

1

;

0

(

x

  
[image: image711.wmf])

(

x

y

  ↘   на 
[image: image712.wmf])

1

;

0

(

;


[image: image713.wmf]Þ

>

=

¢

0

24

)

2

(

y

  
[image: image714.wmf]0

)

(

>

¢

x

y

 
[image: image715.wmf]Þ

¥

+

Î

"

)

;

1

(

x

  
[image: image716.wmf])

(

x

y

↗ на 
[image: image717.wmf])

;

1

(

¥

+

.

Ми одержали наступний розподіл інтервалів зростання та спадання функції 
[image: image718.wmf])

(

x

y

:

[image: image719.jpg]



Рис. 3.20.
Таким чином, функція 
[image: image720.wmf]2

4

2

x

x

y

-

=

 спадає на інтервалах 
[image: image721.wmf])

1

;

(

-

-¥

 і 
[image: image722.wmf])

1

;

0

(

, а зростає на інтервалах 
[image: image723.wmf])

0

;

1

(

-

 і 
[image: image724.wmf])

;

1

(

¥

+

. Цей факт підтверджується графіком функції (рис. 3.21).

[image: image725.jpg]



Рис. 3.21.
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Рис. 3.22.

Завдання для самостійної роботи
Визначити проміжки монотонності функцій:

а)  
[image: image761.wmf]1

9

3

2

3

+

-

+

=

x

x

x

y

;

б) 
[image: image762.wmf]3

2

2

4

-

-

=

x

x

y

;

в) 
[image: image763.wmf]x

x

y

-

=

1

2

;



г) 
[image: image764.wmf]2

2

)

2

(

x

x

y

-

=

;

д) 
[image: image765.wmf]2

4

x

x

y

-

=

;



е) 
[image: image766.wmf]3

3

3

x

x

y

-

=

.

Відповіді: а) 
[image: image767.wmf])

(

x

y

 ↗ 
[image: image768.wmf])

;

1

(

)

3

;

(

¥

+

È

-

-¥

Î

x

, 
[image: image769.wmf])

(

x

y

 ↘ 
[image: image770.wmf])

1

;

3

(

-

Î

x

 ;

   б) 
[image: image771.wmf])

(

x

y

↗
[image: image772.wmf])

;

1

(

)

0

;

1

(

¥

+

È

-

Î

x

, 
[image: image773.wmf])

(

x

y

 ↘ 
[image: image774.wmf])

1

;

0

(

)

1

;

(

È

-

-¥

Î

x

;

   в)
[image: image775.wmf])

(

x

y

 ↗ 
[image: image776.wmf])

2

;

1

(

)

1

;

0

(

È

Î

x

,   
[image: image777.wmf])

(

x

y

↘ 
[image: image778.wmf])

;

2

(

)

0

;

(

¥

+

È

-¥

Î

x

;
   г)
[image: image779.wmf])

(

x

y

 ↗ 
[image: image780.wmf])

2

;

0

(

Î

x

,   
[image: image781.wmf])

(

x

y

↘ 
[image: image782.wmf])

;

2

(

)

0

;

(

¥

+

È

-¥

Î

x

;

   д) 
[image: image783.wmf])

(

x

y

↗ 
[image: image784.wmf])

8

/

1

;

0

(

Î

x

,   
[image: image785.wmf])

(

x

y

 ↘ 
[image: image786.wmf])

4

/

1

;

8

/

1

(

Î

x

;

   е) 
[image: image787.wmf])

(

x

y

↗ 
[image: image788.wmf])

;

1

(

)

1

;

(

¥

+

È

-

-¥

Î

x

,   
[image: image789.wmf])

(

x

y

 ↘ 
[image: image790.wmf])

1

;

1

(

-

Î

x

.
3.8. Достатні умови екстремуму
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Приклад 3.19. Знайти екстремуми функції 
[image: image879.wmf]3

2

)

1

(

)

2

(

)

(

-

+

=

x

x

x

y

.
Розв’язання. Похідна існує на всій осі і дорівнює


[image: image880.wmf](

)

(

)

(

)

=

¢

-

×

+

+

-

×

¢

+

=

¢

-

+

=

¢

3

2

3

2

3

2

)

1

(

)

2

(

)

1

(

)

2

(

)

1

(

)

2

(

)

(

x

x

x

x

x

x

x

y



[image: image881.wmf]=

+

×

-

+

-

×

+

=

2

2

3

)

2

(

)

1

(

3

)

1

(

)

2

(

2

x

x

x

x



[image: image882.wmf](

)

)

4

5

(

)

1

)(

2

(

)

2

(

3

)

1

(

2

)

1

)(

2

(

2

2

+

-

+

=

+

+

-

×

-

+

=

x

x

x

x

x

x

x

.

Критичними точками першої похідної будуть лише нулі похідної, тобто корені рівняння


[image: image883.wmf]0

)

4

5

(

)

1

)(

2

(

2

=

+

-

+

x

x

x

.

Це наступні значення:
 
[image: image884.wmf]2

1

-

=

x

,  
[image: image885.wmf]8

,

0

2

-

=

x

   і  
[image: image886.wmf]1

3

=

x

.

Точками 
[image: image887.wmf]2

1

,

x

x

 і 
[image: image888.wmf]3

x

 розбиваємо усю вісь 
[image: image889.wmf])

;

(

¥

+

-¥

=

R

 на інтервали


[image: image890.wmf])

2

;

(

-

-¥

,   
[image: image891.wmf])

8

,

0

;

2

(

-

-

,  
[image: image892.wmf])

1

;

8

,

0

(

-

,   
[image: image893.wmf])

;

1

(

¥

+

.

Похідна 
[image: image894.wmf])

(

x

y

¢

 зберігає знак на кожному з цих інтервалів і 
  
[image: image895.wmf]0

176

)

11

(

)

4

)(

1

(

)

3

(

2

>

=

-

-

-

=

-

¢

y

,     
[image: image896.wmf]0

4

)

1

(

)

2

(

)

1

(

2

<

-

=

-

-

=

-

¢

y

,

  
[image: image897.wmf]0

8

4

)

1

(

2

)

0

(

2

>

=

×

-

×

=

¢

y

,                   
[image: image898.wmf]0

56

14

1

4

)

2

(

2

>

=

×

×

=

¢

y

.

Отже, знаки похідної 
[image: image899.wmf])

(

x

y

¢

 розподілені наступним чином:  
[image: image900.wmf]0

)

(

>

¢

x

y

 на інтервалах 
[image: image901.wmf])

2

;

(

-

-¥

, 
[image: image902.wmf])

1

;

8

,

0

(

-

 і  
[image: image903.wmf])

;

1

(

¥

+

 і 
[image: image904.wmf]0

)

(

<

¢

x

y

 на інтервалі 
[image: image905.wmf])

8

,

0

;

2

(

-

-

.

Таким чином, функція 
[image: image906.wmf])

(

x

y

 має наступні проміжки монотонності: зростає на інтервалах 
[image: image907.wmf])

2

;

(

-

-¥

, 
[image: image908.wmf])

1

;

8

,

0

(

-

 і  
[image: image909.wmf])

;

1

(

¥

+

 і спадає на інтервалі 
[image: image910.wmf])

8

,

0

;

2

(

-

-

 (рис. 3.31)

[image: image911.jpg]



Рис. 3.31.

Згідно з достатніми умовами екстремуму, в точці 
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 підтверджує наші дослідження (рис. 3.32).
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Рис. 3.32.
Приклад 3.20. Дослідити на екстремум функцію 
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Отже, ми маємо три критичні точки (три точки підозрілі на екстремум)
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Рис. 3.33.
Приклад 3.21. Дослідити функцію 
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Завдання для самостійної роботи

Знайти локальні екстремуми функції:
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3.9. Опуклість і угнутість функції. Точки перегину

Означення 3.14. Функція 
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 (рис. 3.34).
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Рис. 3.34.
Цей факт ми будемо позначати так: 
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 (рис. 3.35).
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Рис. 3.35.
Цей факт ми будемо позначати так: 
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Означення 3.16. Якщо ліворуч від точки 
[image: image997.wmf]0

x

 функція 
[image: image998.wmf])

(

x

f

 опукла вниз, а праворуч опукла вгору, або ліворуч від 
[image: image999.wmf]0

x

 функція 
[image: image1000.wmf])

(

x

f

 опукла вгору, а праворуч – вниз, то точка 
[image: image1001.wmf]0

x

 називається точкою перегину функції 
[image: image1002.wmf])

(

x

f

.

Тобто, точки перегину функції 
[image: image1003.wmf])

(

x

f

 – це ті точки, у яких функція  
[image: image1004.wmf])

(

x

f

 змінює свою опуклість.

Справедливе наступне твердження.

Теорема 3.8. Нехай функція 
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Теорема 3.9 (необхідна умова точки перегину). Нехай графік функції 
[image: image1022.wmf])

(

x

f

y

=

 має перегин в точці 
[image: image1023.wmf]0

x

 і нехай функція 
[image: image1024.wmf])

(

x

f

y

=

 має в цій точці неперервну другу похідну. Тоді 
[image: image1025.wmf])

(

x

y

¢

¢

 в точці 
[image: image1026.wmf]0

x

 обертається на нуль, тобто 
[image: image1027.wmf]0

)

(

0

=

¢

¢

x

y

.

Підозрілими на перегин (критичними точками другої похідної) будемо вважати ті точки, в яких друга похідна 
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. Тому необхідно додатково дослідити питання про існування перегину в кожній критичній точці, для чого потрібно встановити достатні умови перегину.

Теорема 3.10 (достатня умова точки перегину). Нехай функція 
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Розглянемо приклади.

Приклад 3.22. Дослідити функцію 
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Розв’язання. Похідна цієї функції 
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Отже, інтервали опуклості функції 
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Рис. 3.36.
Крім того,


[image: image1062.wmf]27

11

1

3

16

9

64

27

64

3

4

=

+

-

+

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

пер

y

.

Графік цієї функції зображено на рисунку 3.37:
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Рис. 3.37.
Приклад 3.23. Дослідити функцію 
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Розв’язання. Ця функція неперервна на всій вісі, а її перша похідна
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неперервні всюди за винятком точки 
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Питання для самоперевірки

1. Що називається точкою локального мінімуму (максимуму)?

2. Що називається точкою глобального мінімуму (максимуму)?

3. Що називається верхньою границею функції?

4. Що називається нижньою границею функції?

5. Яке число називають точною верхньою гранню функції?

6. Яке число називають точною нижньою гранню функції ?

7. Сформулювати необхідну умову локального екстремуму.

8. Які точки називаються критичними для функції 
[image: image1093.wmf])
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9. Сформулювати і довести теорему Ролля. В чому полягає її геометричний зміст?
10. Сформулювати і довести теорему Лагранжа. У чому полягає її геометричний зміст?

11. Яка множина називається симетричною? Навести приклад.

12. Яка функція називається парною (непарною)?

13. Навести властивості парних та непарних функцій.

14. Сформулювати правило визначення знаку функції на інтервалі (метод інтервалів).

15. Яка функція називається зростаючою (спадною) в точці?

16. Яка функція називається зростаючою (спадною) на інтервалі?

17. Сформулювати і довести необхідні умови строгої монотонності функції на інтервалі.

18. Сформулювати і довести достатні умови строгої монотонності функції на інтервалі.

19. У чому полягає правило знаходження інтервалів монотонності?

20. Сформулювати і довести достатні умови екстремуму функції.

21. Яка функція називається опуклою вниз на інтервалі?

22. Яка функція називається опуклою вгору на інтервалі?

23. Які точки називаються точками перегину для функції 
[image: image1094.wmf])
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24. Сформулювати достатню умову опуклості (увігнутості) кривої.
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