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2. ПОХІДНА


Розділ 2.   Похідна

2.1. Задачі, які приводять до поняття похідної

Поняття похідної, подібно іншим основним поняттям математики, інтуїтивного походження. Джерелом похідної є, з одного боку, задача про дотичну до заданої кривої у точці, а з іншого боку – задача означення швидкості руху матеріальної точки.

Розглянемо першу задачу про дотичну до кривої.  Нехай Р фіксована точка на гладкій кривій, яка задана рівнянням 
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Рис. 2.1.
Виберемо на цій кривій ще одну точку Р' і проведемо пряму (січну) через ці дві точки. Коли точка Р' «сковзає» по нашій кривій, наближаючись до точки Р, то січна прямує до деякого визначеного положення, що не залежить від того, з якої сторони точка Р' наближається до точки Р. Це граничне положення січної і буде дотичною до кривої 
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 в точці Р, а припущення, що граничне положення січної існує еквівалентне тому, що в точці Р існує дотична до кривої 
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. Під кутом між прямою і віссю ОХ будемо вважати той кут, на який потрібно повернути додатній напрямок осі ОХ  проти ходу годинникової стрілки поки ця вісь не стане паралельно нашій прямій. Позначимо кут між віссю ОХ і січною через α', а кут між віссю ОХ і дотичною через α. При цьому, якщо 
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 – різниця між абсцисами точок Р'  і  Р, а 
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 – різниця між ординатами точок Р'  і  Р, то
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Крім того, якщо Р' → Р, то 
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Таким чином, тангенс кута нахилу дотичної до додатного напрямку осі ОХ дорівнює границі відношення різниці значень функції і різниці значень аргументу, коли остання прямує до нуля.

Розглянемо другу задачу про швидкість прямолінійного руху. Нехай матеріальна точка рухається прямолінійно вздовж деякої прямої (рис. 2.2) і за час t0 проходить відстань S, що дорівнює відрізку ОМ .
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Рис. 2.2.
Тоді різним моментам часу t відповідатимуть різні положення точки М, тобто відстань S рухомої точки М є деякою функцією часу t: 
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Нехай з моменту часу  t0  пройшов деякий час 
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 –  приріст часу). За цей час рухома точка перейде в положення М1 і пройде шлях, який позначимо 
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 – приріст шляху, що дорівнює довжині відрізку ММ1). Отже, за час 
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Тоді середня швидкість руху точки за проміжок часу від t0 до t  буде дорівнювати
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Коли t усе більш і більш наближається до t0, то границю, до якої прямує середня швидкість, приймемо за швидкість (миттєву швидкість) руху точки в момент часу t0. Іншими словами, швидкість руху матеріальної точки в момент часу t0 є


[image: image21.wmf]0

0

)

(

)

(

lim

0

t

t

t

S

t

S

v

t

t

-

-

=

®

.

Якщо позначити  t –  t0  через Δ t, то цю границю можна переписати у вигляді
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Отже, два поняття різної природи (тангенс кута нахилу дотичної і миттєва швидкість) привели нас до необхідності розглядати ту ж саму границю. Цю границю в математиці називають похідною. Перейдемо до точного означення.

2.2. Означення похідної. Механічний та геометричний зміст похідної

Означення 2.1. Похідною функції 
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 функції до приросту 
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 аргументу за умови, що приріст аргументу прямує до нуля, а границя існує. Будемо позначати (за Лагранжем) похідну
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Іноді похідну 
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З означення похідної випливає такий спосіб її знаходження. Для того, щоб знайти похідну функції 
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1) надати значенню 
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 довільного приросту 
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 і знайти відповідний приріст функції 
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2) знайти відношення 
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3) знайти границю цього відношення 
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Якщо ця границя існує, то вона й дорівнює похідній 
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Операція знаходження похідної від функції 
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Означення 2.2. Функція 
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Означення 2.3. Якщо функція 
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Застосовуючи поняття похідної до розглянутих вище задач, можемо стверджувати, що миттєва швидкість нерівномірного руху є похідною від шляху 
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Задача про дотичну дає змогу з’ясувати геометричний зміст похідної: похідна 
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Приклад 2.1. Нехай точка рухається так, що закон її руху виражено формулою 
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Розв’язання. Надамо аргументу t  приросту Δ t і знайдемо приріст шляху Δ S. Для цього розглянемо два моменти часу  t  і 
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Обчислимо середню швидкість за інтервал часу Δ t:
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Підставивши сюди значення 
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, знаходимо середню швидкість за інтервал часу від 
[image: image59.wmf]5

1

=

t

с до 
[image: image60.wmf]10

2

=

t

с: 
[image: image61.wmf]101

=

c

v

 м/с.

Знайдемо швидкість у будь-який момент часу t. Для цього у рівності (2.1) перейдемо до границі, коли Δ t → 0. Маємо:
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    (2.2)

Підставляючи у формулу (2.2) окремі значення t, щоразу діставатимемо відповідні значення швидкості.

Зокрема, підставивши у (2.2) значення 
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Приклад 2.2. Знайти кут нахилу дотичної до графіка функції 
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Розв’язання. Користуємося наведеним вище правилом. Знаходимо приріст 
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Складаємо відношення
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sin

1

2

2

sin

2

2

sin

lim

2

2

sin

lim

lim

0

0

0

0

0

0

x

x

x

x

x

x

x

y

x

x

x

-

=

×

-

=

D

D

×

D

+

-

=

D

D

®

D

®

D

®

D

Таким чином, тангенс кута нахилу дотичної в точці 
[image: image76.wmf]4

/

0

p

=

x

 дорівнює


[image: image77.wmf].

2

/

2

)

4

/

sin(

sin

lim

0

0

-

=

-

=

-

=

D

D

=

®

D

p

a

x

x

y

tg

x


Завдання для самостійної роботи

1. Знайти середню швидкість зміни функції 
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2. Прямолінійний рух точки задано рівнянням 
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3. Точка рухається за законом 
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4. Знайти кутовий коефіцієнт січної до графіка функції 
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5. Знайти кутовий коефіцієнт дотичної до графіка функції 
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Відповіді: 1) 15;   2) 28 м/с;   3) 4 м;   4)  а) 0,25;   б) 10/29;

5)  а) - 5;  б) 
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2.3. Зв'язок між неперервністю і диференційованістю функції

Теорема 2.1. Якщо функція 
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Доведення. Нехай функція 
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Тому
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що і доводить неперервність функції 
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Зберемо отримані похідні елементарних функцій в окрему таблицю.
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2.5.   Правила диференціювання

Наведемо кілька тверджень, які значно спрощують процедуру обчислення похідних. Для спрощення у формулюваннях теорем вирази типу «якщо похідні існують» будемо опускати.

Теорема 2.2. Похідна суми двох функцій дорівнює сумі похідних від цих функцій, тобто


[image: image235.wmf](

)

)

(

)

(

)

(

)

(

x

v

x

u

x

v

x

u

¢

+

¢

=

¢

+

.

Доведення. Використовуючи означення похідної, отримуємо:
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Теорема 2.3. Постійний множник виноситься за знак похідної, тобто
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Доведення. За означенням
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Наслідок 2.4 (Властивість лінійного оператора диференціювання). Похідна від лінійної комбінації функцій дорівнює лінійній комбінації похідних від цих функцій, тобто
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Теорема 2.5. Похідна добутку двох функцій дорівнює сумі добутків похідної першого співмножника на другий та першого співмножника на похідну другого, тобто


[image: image247.wmf](

)

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

x

v

x

u

x

v

x

u

x

v

x

u

¢

×

+

×

¢

=

¢

×

.

Доведення. Використовуючи означення похідної, отримуємо:
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Теорема 2.6. Похідна частки двох функцій дорівнює відношенню різниці добутків похідної чисельника на знаменник та похідної знаменника на чисельник до квадрату знаменника, тобто
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Доведення. За означенням
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Теорема 2.7. Похідна складеної функції дорівнює добутку похідної по проміжному аргументу на похідну цього аргументу, тобто
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Доведення.  Дійсно


[image: image265.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

=

D

-

D

+

=

¢

®

D

x

x

u

f

x

x

u

f

x

u

f

x

)

(

)

(

lim

)

(

0



[image: image266.wmf](

)

(

)

x

x

u

x

x

u

x

u

x

x

u

x

u

f

x

x

u

f

x

x

D

-

D

+

×

-

D

+

-

D

+

=

®

D

®

D

)

(

)

(

lim

)

(

)

(

)

(

)

(

lim

0

0

.

Використовуючи тепер той факт, що 
[image: image267.wmf]0

)

(

)

(

®

-

D

+

x

u

x

x

u

 при 
[image: image268.wmf]0

®

D

x

, пишемо


[image: image269.wmf](

)

(

)

=

¢

)

(

x

u

f



 EMBED Equation.3  [image: image270.wmf](

)

(

)

´

-

D

+

-

D

+

®

D

+

)

(

)

(

)

(

)

(

lim

)

(

)

(

x

u

x

x

u

x

u

f

x

x

u

f

x

u

x

x

u



[image: image271.wmf]x

x

u

x

x

u

x

D

-

D

+

´

®

D

)

(

)

(

lim

0

  
[image: image272.wmf](

)

)

(

)

(

x

u

x

u

f

¢

×

¢

=

.

У попередньому пункті було виведено формули, які дають змогу знаходити похідні, не користуючись означенням похідної, тобто диференціювати довільну елементарну функцію, не вдаючись до знаходження границь. Зведемо ці формули в таблицю. Будемо вважати, що 
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Правила  диференціювання
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Формули  диференціювання
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2.6. Техніка обчислення похідних

Приклад 2.4. Знайти похідну функції 
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Розв’язання. Застосовуючи теореми 2.2 та 2.5, отримуємо:
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Приклад 2.5. Знайти похідну функції 
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Розв’язання. Застосовуючи теорему 2.6, маємо:
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Приклад 2.6. Обчислити значення похідної функції
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Розв’язання. Спочатку знайдемо похідну функції:
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Отже,
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Приклад 2.7. Знайти похідну функції 
[image: image318.wmf])

3

(

)

(

2

x

tg

x

y

=

.
Розв’язання. За теоремою 2.7. маємо:
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Приклад 2.8. Обчислити значення похідної функції 
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Розв’язання. Спочатку знайдемо похідну функції:
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Приклад 2.9. Знайти похідну функції
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Відзначимо ще, що багато формул попереднього параграфа можна одержати за допомогою наведених правил диференціювання. Дійсно


[image: image332.wmf]=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

¢

x

x

x

x

2

cos

2

2

sin

)

(cos

p

p

p



[image: image333.wmf]x

x

sin

2

cos

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

p

;


[image: image334.wmf]=

¢

-

¢

=

¢

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

¢

x

x

x

x

x

x

x

x

tg

2

cos

)

(cos

sin

cos

)

(sin

cos

sin

)

(



[image: image335.wmf]x

x

x

x

x

x

x

x

x

2

2

2

2

2

cos

1

cos

sin

cos

cos

sin

sin

cos

cos

=

+

=

+

=

;


[image: image336.wmf]=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

¢

-

x

x

x

tg

x

ctg

2

cos

2

2

)

(

2

p

p

p



[image: image337.wmf]x

x

x

2

2

2

sin

1

sin

2

cos

-

=

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

-

-

p

;


[image: image338.wmf]2

1

1

)

(arcsin

0

arcsin

2

)

(arccos

x

x

x

x

-

-

=

¢

-

=

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

¢

p

;


[image: image339.wmf]2

1

1

)

(

0

2

)

(

x

x

arctg

x

arctg

x

arcctg

+

-

=

¢

-

=

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

¢

p

.

Завдання для самостійної роботи
1. Знайти похідні заданих функцій, використовуючи формули і теореми про похідні:
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2. Обчислити значення похідної функції при заданих значеннях аргументу:
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2. 1) 1;  2) 21;  3) -7;   4) 
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2.7.   Похідні вищих порядків

Нехай на інтервалі 
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 задана диференційована функція 
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 також має похідну на інтервалі 
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 або в деякій точці 
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. Знайдемо  похідну цієї функції
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Цю останню похідну називають другою похідною і позначають 
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¢

¢

 або 
[image: image382.wmf])

(

x

f

¢

¢

, тобто


[image: image383.wmf](

)

¢

¢

=

¢

¢

)

(

)

(

x

f

x

f

.

Отже, щоб знайти другу похідну від функції 
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, треба спочатку знайти від цієї функції першу похідну 
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Друга похідна має наступний механічний зміст. Якщо рух матеріальної точки відбувається за законом 
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, як було показано раніше, дорівнює швидкості в даний момент часу: 
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Таким чином, другу похідну можна тлумачити як величину, що дорівнює прискоренню рухомої точки в даний момент часу.

Похідну від другої похідної, якщо вона існує, називають третьою похідною і позначають одним із символів 
[image: image391.wmf]y
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Взагалі, якщо припустити, що від функції уже визначена похідна (n – 1)-го порядку 
[image: image394.wmf])
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 і остання існує в кожній точці проміжку 
[image: image395.wmf])
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, то можна дати означення n-ї похідної від функції 
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Означення 2.4. Перша похідна, якщо вона існує, від (n–1)-ї похідної називається похідною n–го порядку або n–тою похідною, і позначається одним із символів: 
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Отже, згідно з означенням, маємо таку рівність:
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Тобто, щоб знайти похідну n–го порядку, треба функцію 
[image: image400.wmf])
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Зауваження. Похідні порядку вище першого називають похідними вищих порядків. Починаючи з похідної четвертого порядку, похідні позначають не штрихами, а цифрами. Порядок похідної береться у дужки для того, щоб не сплутати його з показником степеня.

Приклад 2.10. Нехай матеріальна точка рухається прямолінійно за законом 
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. Знайти прискорення, з яким буде рухатися тіло через 5 секунд ( t –  час в секундах, S – шлях  у метрах).

Розв’язання. Знаходимо другу похідну:
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У другу похідну підставимо значення 
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Приклад 2.11. Знайти третю похідну функції 
[image: image406.wmf]x

y

2

cos

=

.

Розв’язання. Маємо    
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Приклад 2.12. Знайти другу похідну функції 
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Розв’язання. Маємо
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Завдання для самостійної роботи

1. Знайти другу та третю похідні для заданих функцій:

а) 
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в) 
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2. Тіло рухається прямолінійно за законом 
[image: image417.wmf]4
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, де S – шлях  у метрах, t –  час в секундах. Знайти прискорення точки наприкінці третьої секунди.

3. Відомі закони прямолінійного руху двох точок: перша рухається за законом 
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 , а друга – за законом 
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, де S1 і S2 – пройдений шлях  у метрах, t  –  час у секундах. Знайти прискорення точок у момент, коли їхні швидкості однакові.

Відповіді: 1) а) 
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2) 30 м/с2;    3) 14 м/с2,   18 м/с2.
Питання для самоперевірки

1. Яка пряма називається січною до кривої?
2. Яка пряма називається граничним положенням січної?
3. Яка пряма називається дотичною до кривої?
4. Чому дорівнює кутовий коефіцієнт дотичної до кривої, заданої рівнянням 
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(

x

f

y

=

, у точці 
[image: image427.wmf])

,

(

0

0

0

y

x

M

?
5. Як визначається середня швидкість прямолінійного руху точки?
6. Що називається миттєвою швидкістю рухомої точки, закон руху якої описується функцією 
[image: image428.wmf])
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7. Що називається швидкістю зміни функції 
[image: image429.wmf])
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8. Сформулювати означення похідної функції в точці.

9. В чому полягає геометричний і механічний зміст похідної?

10. Сформулювати означення диференційованої функції:

а) в точці;      б) на інтервалі.

11. Чи буде: а) неперервна функція в точці диференційовною в цій точці; б) диференційована функція в точці неперервною в цій точці?

12. Сформулювати і довести теорему про похідну суми (різниці) двох функцій.

13. Сформулювати і довести теорему про похідну добутку двох (трьох) функцій.

14. Як визначається похідна добутку двох функцій, у якому один із співмножників сталий? Довести.
15. Сформулювати і довести теорему про похідну частки від ділення двох функцій.
16. Як визначається похідна дробу, в якого чисельник сталий?

Довести.

17. Як визначається похідна складеної функції?

18. Дати означення похідної другого порядку функції 
[image: image431.wmf])
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19. Який механічний зміст має друга похідна?

20. Дати означення похідної n – го порядку функції 
[image: image433.wmf])
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