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1. ГРАНИЦЯ І НЕПЕРЕРВНІСТЬ ФУНКЦІЇ


Розділ 1. Границя і неперервність функції

1.1. Границя функції
Границя – одне з основних понять математики, яке означає, що деяка змінна, залежна від іншої змінної, при визначеній зміні останньої необмежено наближається до деякого постійного значення.

Основою поняття границі є поняття близькості розглянутих величин. Тільки з чітким введенням поняття відстані границя набуває точного змісту.

Усе сучасне природознавство, у тому числі математичні науки, спираються на поняття границі. На його основі будуються такі базові для вищої математики поняття, як неперервність, похідна, диференціал, інтеграл та багато інших. Саме границя дозволила з’явитися сучасній математиці, надала можливість перейти від математики «нерухомого» до математики «змінюваного». Ще древні намагалися розв’язати протиріччя, які виникають при дослідженні об’єктів, що змінюються (прикладами можуть служити апорії (парадокси) Зенона (5 ст. до н.е.)). Але лише точне означення границі дозволило розв’язати ці протиріччя.

Спочатку введемо означення границі функції, якщо аргумент прагне до скінченного числа 
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Означення 1.1. Число а називається границею функції 
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При цьому пишуть
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Використовуючи  математичну символіку, це означення можна переписати більш коротко таким чином:
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Зауваження. Символ lim був введений С.Люільє (S.L.’Huillier) у 1786 році і являє собою скорочення або латинського слова limes (границя), або французького limite.
Означення 1.2. Число а називається границею функції 
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Скорочено це означення записується у вигляді
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Це поняття ілюструється наступним рисунком 1.1:
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Рис. 1.1.
Досі розглядались випадки, коли функція мала границею деяке число. Розглянемо тепер випадок, коли границею функції є нескінченність.

Означення 1.3. Функція 
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Позначення:
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Геометрично це означає: яким би великим не було задане число 
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 Рис. 1.2.
Для кращого розуміння запишіть словами і поясніть наступні означення:

[image: image44.wmf]Û

+¥

=

®

)

(

lim

0

x

f

x

x



           
[image: image45.wmf])

)

(

(

)

|

|

0

(

:

0

0

0

M

x

f

x

x

M

>

Þ

<

-

<

>

$

>

"

Û

d

d

;

[image: image46.wmf]Û

-¥

=

®

)

(

lim

0

x

f

x

x


         
[image: image47.wmf])

)

(

(

)

|

|

0

(

:

0

0

0

M

x

f

x

x

M

-

<

Þ

<

-

<

>

$

>

"

Û

d

d

;

[image: image48.wmf]a

x

f

x

=

-¥

®

)

(

lim

  
[image: image49.wmf])

|

)

(

|

(

)

(

:

0

0

e

e

<

-

Þ

-

<

>

$

>

"

Û

a

x

f

N

x

N

;

[image: image50.wmf]+¥

=

+¥

®

)

(

lim

x

f

x

   
[image: image51.wmf])

)

(

(

)

(

:

0

0

M

x

f

N

x

N

M

>

Þ

>

>

$

>

"

Û

;

[image: image52.wmf]-¥

=

+¥

®

)

(

lim

x

f

x

   
[image: image53.wmf])

)

(

(

)

(

:

0

0

M

x

f

N

x

N

M

-

<

Þ

>

>

$

>

"

Û

;

[image: image54.wmf]+¥

=

-¥

®

)

(

lim

x

f

x

   
[image: image55.wmf])

)

(

(

)

(

:

0

0

M

x

f

N

x

N

M

>

Þ

-

<

>

$

>

"

Û

;

[image: image56.wmf]-¥

=

-¥

®

)

(

lim

x

f

x

 
[image: image57.wmf])

)

(

(

)

(

:

0

0

M

x

f

N

x

N

M

-

<

Þ

-

<

>

$

>

"

Û

.

Усі ці випадки допускають деякі відмінності у визначенні границі функції. Природним є бажання одержати таке означення границі, що було б універсальним, тобто справедливим для усіх випадків.

Перед тим як навести таке означення, нам необхідно ввести нові поняття.
Означення 1.4. Околом 
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Околом 
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Тоді всі наведені раніше означення можна записати таким чином:

Означення 1.5. Число а (скінченне або нескінченне) називається границею функції 
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 точки b такий, що для всіх х з околу точки b, за винятком, можливо, самої точки b, відповідне значення 
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У математичному записі це означення виглядає так:
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Наведемо приклади обчислення границі виходячи безпосередньо з означення. 
Приклад 1.1. Довести, що 
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Розв’язання. Візьмемо будь-яке число 
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Перетворимо останню нерівність, отримуємо
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Звідси бачимо, що якщо взяти 
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Зокрема, якщо 
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Приклад 1.2. Довести, що 
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Розв’язання. Задамо додатне число 
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Щоб знайти 
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Підсилимо нерівність (1.2), замінюючи множник 
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Замінимо в нерівності (1.2) множник 
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Якщо справджується нерівність (1.3), то й поготів справджується нерівність (1.2) і рівносильна їй (1.1). З нерівності (1.3) дістанемо 
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Наведемо ще один приклад.
Приклад 1.3. Довести, що 
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Розв’язання. Нехай 
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що і було потрібно довести.

Наведемо ще два важливих поняття односторонніх границь.
Означення 1.6. Число а називається границею функції 
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При цьому пишуть
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Аналогічно вводиться поняття границі справа 
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Рис. 1.3.
Завдання для самостійної роботи
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1.2. Властивості границі

Як ми переконалися в попередньому параграфі, обчислення границі, виходячи з означення, є заняттям досить трудоємким (хоча і необхідним для кращого розуміння означень границі і вироблення навичок оперування з модулями). Природним є бажання спростити процес обчислення границі, сформулювавши кілька загальних правил і властивостей границі. Цим властивостям і присвячений даний параграф. У даному посібнику не всі теореми (властивості границі) супроводжуються докладними доведеннями. Їх можна знайти в будь-якому курсі математичного аналізу.
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Теорема 1.3. Нехай функції 
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Теорема 1.4. Нехай функції 
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Самостійно доведіть, виходячи з означення границі, що якщо в околі точки b виконуються співвідношення
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Теорема 1.5. Нехай функції 
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Виходячи з означень доведіть, що якщо
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З цього факту і з теореми 1.2 негайно випливає наступне твердження.

Наслідок 1.6 (властивість лінійного оператора граничного переходу). Нехай функції 
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Якщо в границі має місце один із винятків, наведених у теоремах цього параграфу, то говорять, що в цій границі є невизначеність. Вид невизначеності записують відповідно до арифметичної операції границі, узятої у фігурні дужки. Наприклад, винятки (невизначеності) теореми 1.2 записують у виді 
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1.3. Приклади розкриття невизначеностей

У математичній літературі є велике число методів і прийомів, що допомагають знаходити границі в тих випадках, коли правила, наведені в попередньому параграфі, не працюють. Вони називаються методами розкриття невизначеностей і є одним з найважливіших інструментів математичного аналізу. У цьому параграфі, на прикладах, ми проілюструємо найпростіші з таких методів.
Приклад 1.4. Знайти границю
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Розв’язання. Використовуючи послідовно теорему 1.4, наслідок 1.6. і теорему 1.3, одержуємо
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Приклад 1.5. Знайти границю
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Розв’язання. Тут маємо невизначеність виду 
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Приклад 1.6. Знайти границю

[image: image303.wmf]7

5

2

4

3

lim

2

2

1

-

+

-

+

®

x

x

x

x

x

.

Розв’язання. Тут маємо невизначеність виду 
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Розкладаючи квадратні тричлени на множники, одержимо
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Наведемо ще два способи розв’язання прикладів такого роду.

Приклад 1.7. Знайти границю
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Розв’язання. Тут також маємо невизначеність виду 
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Приклад 1.8. Знайти границю


[image: image320.wmf]20

22

3

2

lim

2

4

2

3

2

-

+

-

+

+

®

x

x

x

x

x

x

.

Розв’язання. Тут також маємо невизначеність виду 
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Приклад 1.9. Знайти границю


[image: image328.wmf]12

4

7

lim

2

2

3

-

-

-

+

-

®

x

x

x

x

.

Розв’язання. Для того, щоб розкрити невизначеність виду 
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Правило 3. Для того, щоб знайти границю дробу, що містить ірраціональність, у випадку, коли границя чисельника і знаменника дробу дорівнює нулю, треба позбавитися ірраціональності шляхом множення на спряжене (для квадратних коренів) або доповнити чисельник або знаменник до різниці або суми кубів.

Помножимо чисельник та знаменник на вираз, спряжений до чисельника:
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Приклад 1.10. Обчислити границю 
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Розв’язання. Доповнимо чисельник дробу до різниці кубів:
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Приклад 1.11. Знайти границю
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Розв’язання.  Маємо невизначеність 
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Завдання для самостійної роботи

Обчислити границі:
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Відповіді: 1) – 0,5;  2) 0;   3) 1/3;   4) 5/7;   5) – 0,2;  6) 0,5;   7) 1/12; 8) 
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1.4. Перша визначна границя

Теорема 1.7. Границя функції 
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Доведення.  Розглянемо дугу кола радіуса 
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З рисунка видно, що площа трикутника ОАВ менша площі сектора ОАВ, що в свою чергу, менша площі трикутника ODB, тобто
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Рис. 1.4.
Враховуючи рівності (1.5), останнє співвідношення можна переписати у вигляді
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Поділимо ці нерівності на 
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Дані нерівності справедливі і для 
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Використовуючи теорему 2.1, маємо
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Таким чином, якщо в нерівності (1.7) перейти до границі при 
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Тоді, за теоремою 1.1,
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Наслідок 1.8.
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Доведення. Рівність (1.8) одразу випливає з теореми 1.7. Крім того, з теорем 1.4. і 1.7 одержуємо
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Покажемо справедливість (1.11). Нехай 
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Інші рівності встановлюються аналогічно.

Розглянемо кілька прикладів застосування першої визначної границі.
Приклад 1.12. Знайти границю 
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Розв’язання. Для того, щоб розв’язати даний приклад, необхідно зробити так, щоб як під знаком синуса, так і в знаменнику, знаходилась одна й та сама величина – в нашому випадку 
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Приклад 1.13. Знайти границю 
[image: image405.wmf]y

tg

y

y

3

5

sin

lim

0

®

.
Розв’язання. 
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Приклад 1.14. Знайти границю 
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Розв’язання. До чисельника застосовуємо формулу тригонометрії – перетворення різниці у добуток, отримуємо
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Завдання для самостійної роботи

Знайти границі:
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Відповіді: 1) 2,6;   2) 0,6;   3) – 4/7;   4) 4;    5) 2,7;   6) 2/9.
1.5. Неперервність функції, класифікація точок

розриву
Означення 1.7. Функція 
[image: image418.wmf])

(

x

f

 називається неперервною в точці 
[image: image419.wmf]0

x

, якщо вона визначена в деякому околі цієї точки і


[image: image420.wmf])

(

)

(

lim

0

0

x

f

x

f

x

x

=

®

,

або, що є тим же самим,

[image: image421.wmf])

(

)

0

(

)

0

(

0

0

0

x

f

x

f

x

f

=

-

=

+

.

Означення 1.8. Функція 
[image: image422.wmf])

(

x

f

 називається неперервною на множині Е, якщо вона неперервна в кожній точці множини Е.
Сукупність усіх неперервних на множині Е функцій поз-начимо 
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Наведемо кілька найпростіших властивостей неперервних функцій.

Теорема 1.9. Сума двох неперервних функцій є функція неперервна, тобто
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Добуток двох неперервних функцій є функція неперервна, тобто
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Частка від ділення двох неперервних функцій є функція неперервна усюди на Е, за винятком тих точок, у яких знаменник обертається в нуль, тобто, якщо
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Суперпозиція (функція від функції) двох неперервних функцій є функція неперервна, тобто, якщо функція 
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Доведення. Усі властивості доводяться однаково, і тому ми наведемо доведення однієї з них, наприклад, першої.
Нехай функції 
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Звідси і з теореми 1.2 випливають рівності
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тобто функція 
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Природним чином до поняття неперервності примикає і поняття точок розриву функції, тобто таких точок, у яких не дотримуються умови неперервності. Введемо класифікацію точок розриву функції.

Означення 1.9. Точка 
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Рис. 1.5.

Наприклад, функція 
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неперервна для всіх дійсних 
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Означення 1.10. Точка 
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називається «стрибком» функції 
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Схематично графік функції в околі такої точки може виглядати наступним чином:
[image: image469.jpg]



Рис. 1.6.
Наприклад, функція
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неперервна усюди за винятком точки 
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Отже 
[image: image474.wmf]0

=

x

 є точкою розриву першого роду цієї функції і


[image: image475.wmf]2

2

0

)

0

(

)

0

(

)

0

(

-

=

-

=

-

-

+

=

y

y

d

.

Графік функції має наступний вигляд:
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Рис. 1.7.
Означення 1.11. Точка 
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Схематично графік функції може виглядати так:
[image: image483.jpg]=V





Рис. 1.8.
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Означення 1.12. Точка 
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Наприклад, для функції 
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Завдання для самостійної роботи
1. а) Накреслити графік функції 
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 – ціла частина числа х. У яких точках ця функція має розриви? Які «стрибки» має ця функції?

    б) Накреслити графік функції 
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 –  дробова частина числа х). У яких точках ця функція має розриви? Які «стрибки» цієї функції?

2. Чи є функція 
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Питання для самоперевірки 

1. Дати означення границі функції в точці.

2. У чому полягає геометричний зміст границі функції в точці? Навести приклади.

3. Що називається лівою границею функції в точці ?
4. Що називається правою границею функції в точці ?
5. Що називається границею функції при 
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6. Що називається околом 
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 точки 
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? Сформулювати означення границі функції через поняття околу точки.

7. Що називається нескінченно великою функцією ?
8. Сформулювати та довести теорему про двох міліціонерів.

9. Сформулювати та довести теореми про границю суми, добутку і частки; про границю показниково-степенової функції.

10. Сформулювати властивість лінійного оператора граничного переходу.

11. Сформулювати та довести теорему про першу визначну границю.

12. Сформулювати та довести наслідки з теореми про першу визначну границю.

13. Сформулювати означення неперервної функції в точці. Навести приклади неперервної і розривної в точці функції.

14. Яка функція називається неперервною на множині? Навести приклади.

15. Сформулювати теорему при неперервність у точці 
[image: image513.wmf]0
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 суми, різниці, добутку і частки двох неперервних функцій 
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16. Який розрив називається: а) розривом першого роду; б) розривом другого роду ? Навести приклади.

17. Який розрив називається усувним ? Навести приклад.

18. Яка точка називається точкою істотного розриву функції 
[image: image516.wmf])
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? Навести приклад.

19. Що називається «стрибком» функції 
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 в точці 
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