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Готуємось до олімпіади
Щоб навчитися розв'язувати математичні задачи, потрібно мати глибокі знання з математики, розуміти логіку розв'язування задач, оволодіти найбільш вживаними методамиїх розв'язування та вміти застосовуввати їх.
Активне використання багатого арсеналу засобів математики створює передумови для виникнення оригінальних ідей, без яких неможливе ні розв'язування важких задач, ні, тим більше, формулювання нових задач і знаходження нових методів їх розв'язування. 

Для знаходження розв'язку задачі потрібно встановити, якщо можливо, вид задачі, тобто чи це задача на знаходження шуканого, доведення, побудову, пояснення, перетворення тощо. Для багатьох видів задач у математиці є правила  (алгоритми), користуючись якими можна знайти розв'язок задачі даного виду. Шкільні задачі такого типу називаються стандартними. Щоб навчитися розв'язувати такі задачі, потрібно добре знати теоретичний матеріал, правила розв'язування задач кожного виду та вміти застосовувати їх до розв'язування задач.
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ТЕМА. Принцип Діріхле.

Заняття № 1
Розв'язувуння багатьох досить складних задач з математики спрощується, якщо застосувати принцип Діріхле, названий на ім'я відомого німецького математика, який уперше застосував його до розв'язування задач такого типу. Сформулюємо це твердження: якщо п + 1 предметів розкладено в п ящиків, то принаймні в одному ящику буде щонайменше два предмета.
Використовуючи цей принцип, довести, що внаслідок ділення 41 на 61, можуть бути тільки такі остачі: 1, 2, …, 60. Отже, принаймні 61-а остача дорівнюватиме одній з попередніх. Наступні остачі повторюватимуться.
Приклад1. У квадраті із стороною 1 метр лежить 51 точка. Довести, що деякі три з них обов'язково знаходяться всередині круга, радіус якого дорівнює 
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Доведення.

Поділимо сторони квадрата на п'ять рівних частин. Квадрат поділиться на 25 рівних квадратів. Оскільки точок 51, то принаймні в одному з них буде 3 точки. Але ж навколо такого квадрата можна описати коло, радіус якого
                r = 
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Приклад 2. У школі 740 учнів. Довести, що принаймні троє з них народилися в один і той самий день.

Розв'язання.
Якби щодня двоє учнів святкували свій день народження, то в школі було б 732 учні.
Приклад 3. Довести, що серед 101 цілого числа можна вибрати два, різниця яких ділиться на 100.

   Розв'язання.
При діленні числа на 100 може бути 100 остач: 0,1, 2,…, 99. Серед 101 остачі, які ми дістанемо від ділення 101 числа на100, принаймні дві одинакові. Різниця цих двох чисел і ділиться на 100.  
Приклад 4. У місті налічується 10 000 телефонів, їх номери позначаються чотирма цифрами. У центральному районі встановлено більш як половина всіх телефонів. Довести, що хоча б один з номерів телефонів центрального району дорівнює сумі номерів двох інших телефонів цього району.
Розв'язання.
Позначимо найменший номер телефону центрального району через а1 і розглянемо номери телефонів цього району, розміщені в порядку зростання а1, а2, а3, а4,…, а5001. Вважатимемо їх чотирицифровими, позначаючи число 1 як 0001, 12 – як 0012,  173 – як 0173 тощо. утворимо різниці а2 – а1, а3 – а1, …, а5001 – а1.  Чотирицифрові числа, які ми дістали, додатні, і їх кількість більша від 10 000. Тому принаймні два з них рівні, звідки аj = аk + а1. 
 Приклад 5. У квадраті із стороною 1 довільно розміщені 126 точок. Довести, що деякі шість із них обов'язково лежать усередині круга, радіус якого дорівнює 
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                                                 Розв'язання.
Якщо поділити квадрат на 25 рівних квадратиків, то принаймні в одному з них буде 6 точок. Якщо з центра цього квадрата описати коло радіусом 
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, то всі точки квадрата лежатимуть усередині круга. Справді, 
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, тому цей круг і буде шуканим. 
Приклад 6. Щодня протягом року учень розв'язував не менше однієї задачі, причому щотижня він розв'язував не більше 12 задач. Довести, що знайдеться кілька послідовних днів, за які він розв'язав рівно 20 задач.                                                                                                    
                                             Розв'язання.
Вважатимемо, що рік має 52 тижні. За цей час учень розв'язав не більше як 624 задачі. Позначимо через а1 кількість задач, розв'язаних за перший день; через а2 ( кількість задач, розв'язаних протягом двох днів; через а3 ( кількість задач, розв'язаних протягом трьох днів, і т. д., через  а364  ( кількість задач, розв'язаних за 52 тижні. Кожне з чисел а1,  а2,  а3,…,  а364 не перевищує 52 ( 12 = 624. Усі ці числа різні.

Розглянемо також 364 таких числа: а1 + 20,  а2 + 20,  а3 + 20,…,  а364 + 20. Серед цих чисел немає жодної пари однакових і кожне з них менше 644. 

Отже, серед 728 цілих додатних чисел, кожне з яких менше 644, знайдеться більш як одна пара рівних. Нехай ак = аі + 20, тоді ак ( аі = 20. А це й означає, що за час між «к-тим» та «і-тим» днями учень розв'язував рівно 20 задач. До речі, протягом 52 тижнів було 84 таких проміжки часу, коли учень розв'язував по 20 задач. 
У даній задачі достатньо обмежитись часом, значно меншим від року. Аналогічними міркуваннями можна показати, наприклад, що протягом 77 днів теж знайдеться кілька послідовних днів, протягом яких учень розв'яже рівно 20 задач.
Приклад 7. На площині задано 17 точок, з яких жодні три не лежать на одній прямій. Кожні дві точки сполучено відрізком одного з трьох кольорів. Довести, що існує трикутник з вершинами в даних точках, сторони якого зафарбовано в один і той самий колір.

                                      Розв'язання.
Припустимо, що не існує такого трикутника. Доведемо, що таке припущення неправильне. Нехай з деякої точки виходить 16 відрізків, які сполучають її з іншими точками. Серед цих відрізків принаймні 6 зафарбовано однаково, наприклад, червоним кольором. Очевидно, що жодну пару з цих 6 кінців відрізків вже не можна сполучати червоним кольором, бо тоді утвориться трикутник, усі сторони якого зафарбовані в червоний колір. Сполучимо деяку з цих точок з іншими точками. Серед п'яти утворених відрізків принаймні три зафарбовані однім кольором, наприклад, зеленим. Якщо кінці цих трьох відрізків сполучимо червоним або зеленим кольором, то дістанемо шуканий трикутник. Такий самий трикутник утвориться, якщо сполучити ці кінці відрізками третього кольору. 

  Приклад 8.   У залі р ( 2 людей. Довести, що серед них знайдеться принаймні дві людини, які мають серед присутніх однакову кількість знайомих.                                                                                                                        
                                     Розв'язання.  
Вважаємо, що коли А знайомий з В, то  В знайомий з А. Зрозуміло, не можна вважати, що хтось знайомий сам собі. Якщо в залі буде принамні дві людини, які не мають жодного знайомого серед присутніх, то твердження доведене. Нехай залишилось к осіб, кожна з яких може мати 1, 2, …, к – 1 знайомих. На основі принципу Діріхле принаймні дві з к осіб мають однакову кількість знайомих.

Заняття № 2

При розв'язуванні багатьох задач використовується логічний метод міркування ( «від супротивного». Як одну з його форм можна трактовати принцип Діріхле: якщо 5 зайців розмістити випадковим чином в 4 клітках, то знайдеться хоча б одна клітка, в якій буде не менше двох зайців. Дійсно, міркуючи від супротивного, припустимо, що не існує кліток, де більше одного зайця, тоді в 4 клітках буде не більше 4 зайців, а їх 5 – суперечність.
Якщо ми бажаємо застосувати принцип Діріхле при розв'язанні конкретної задачі, то нам треба розібратися, що в ній – «клітки», а що – «зайці».

Узагальненя принципа Діріхле: якщо в клітках розміщені пk + m зайців ( 0 ( m ( п), то хоча б в одній клітки їх не менше k + 1.

                                           Арифметика
1. Доведіть, що серед  25 учнів класу принаймні троє народилися в одному і тому самому місяці. 
                                         Розв'язання.  

Припустимо, що в кожному місяці народилося не більше як 2 учня. Тоді на 12 місяців приходиться не більше як 24 учня. Суперечність.

2. На занятті математичного кружка 25 учнів отримали 290 жетонів за правильне розв'язання задач. Доведіть, що принаймні два учня отримали жетонів порівну ( можливо, по 0 ).

3. 1800 учнів району виконували тест із 100 завдань. Шевченко отримав 31 неправильну відповідь. У інших – менше. Доведіть, що знайдуться 59 учнів з однаковими результатами тестування. 

4. 106 т будівельних  матеріалів запаковано у ящики. Маса кожного не перевищує 6 т. Вантажний ліфт перевозить їх на кришу хмарочоса. Якщо маса вантажу більша, ніж 25 т, ліфт автоматично відключається. Якої кількості рейсів ліфта достатньо для перевезення вантажу? 
                                               Алгебра
1. Доведіть, що якщо жодне з 10 натуральних чисел к1, к2,…, к10 не ділиться на 10, то на 10 ділиться сума декількох чисел що знаходяться поряд.
Розв'язання.
Розглянемо числа а1 = к1, а2 = к1 + к2, ..., а10 = к1 + к2 +…+ к10.

Якщо одне з них кратне 10, то задача розв'язана. В іншому випадку знайдемо їх остачі від ділення на 10. Остач 10, і вони приймають 9 значень ( від 1 до 9). Отже, за принципом Діріхле, знайдуться два числа аі, аj  (і ( j) з рівними остачами. Їх різниця  аj ( аі = кі+1 + … +  кj кратна 10.
2. Чи можна з будь-яких 11 натуральних чисел вибрати два, різниця яких кратна 10?

3. Доведіть, що з будь-яких 7 натуральних чисел можна вибрати два так, щоб їх сума або різниця закінчувалися б на 0.

Розв'язання.
Розподілимо всі числа по 6 групах: М0 – числа, що закінчуються на 0; 
М1 – числа, що закінчуються на 1 або 9, М2 ( на 2 або 8, … М5 ( на 5. 

Принаймні в одній групі буде два числа. Їх сума або різниця кратні 10.
4. Чи існує число, запис якого складається тільки із нулів та одиниць, кратне 1996?  
Розв'язання.
Існує. Візьмемо 1997 чисел 1, 11, …, 
[image: image9.wmf]}

1997

1

1

...

. Виберемо два з них, що мають рівні остачі при діленні на 1996. Їх різниця буде шуканим числом. 

5. Чи існує число, запис якого складається тільки із одиниць, кратне 1997?

6. Доведіть, що серед чисел виду 1996 1996… 1996 є число, яке ділиться на 1997.

7. З чисел 1, 2, …, 100 вибрано 51 число. Доведіть, що одне з вибраних чисел ділиться на друге.

8. Чи можна з 10 різних двозначних чисел обрати дві пари так, щоб їх різниці були рівні? 
9. Доведіть, що серед 1000 різних натуральних чисел, не більших ніж 1997, існують два числа та їх сума.

10. Доведіть, що серед 1986 різних натуральних чисел, не більших ніж 1997, існують три числа та їх добуток.

11. Доведіть, що якщо раціональне число п / к записується у вигляді нескінченного десяткового дробу, то цей дріб – періодичний (п, к – натуральні числа).

12. р -  просте число ( р ( 5). Доведіть, що знайдеться таке натуральне к, що к р закінчується цифрою с.
Розв'язання.
Нехай к = 0, …,9. нехай жоден з добутків к р не закінчується цифрою с. Тоді два добутки к1 р і к2 р (к1( к2 ) закінчуються однією й тією самою цифрою, а (к2 – к1) р – нулем. Причому к2 – к1 ( 0, а  р – просте число. 
13. Нехай а, в  - прості числа (а ( 5). Доведіть, що знайдеться натуральне число к, для якого ак + в ділиться на 10.

14. Чи існує число, кратне (, яке відрізняється від цілого не більше, ніж на 0,000001?
15. Послідовність (ап) утворюють три останні цифри степеня 2п: 002, 004, 008, 016, … Доведіть, що вона періодична. 
Заняття № 3

Комбінаторика
1.На шаховій дошці розставлені числа від 1 до 64. Доведіть, що при

будь-якому розташуванні знайдуться дві сусідні клітинки  (що мають спільну сторону) такі, що різниця між числами, які стоять поряд вцих клітинках, буде більша 4.

2.Доведіть, що в будь-який момент турніру по шашкам (в якому кожний зустрічається з іншими учасниками по одному разу) знайдуться два ігрока, які зіграли однакову кількість партій.

Розв'язання.
Якщо в турнірі к + 1 учасник, то кількість зіграних партій у кожного     спортсмена змінюється від 0 до к. Але якщо хоча б один з учасників не зіграв жодної партії, то ні у кого не може бути зіграно к ( тобто кількість груп – к). Якщо хоча б один зіграв всі к партій, то ні у кого не може бути 0 ( тобто кількість груп знову к). Якщо к + 1 учасника розподілити по к групах, то знайдедься група, в якій не менше 2 учасників.

3. Натуральні числа записані в довільному порядку, Для кожного числа знайдена сума з його порядковим номером. Чи можуть всі суми закінчуватися різними цифрами?

4. В таблиці 20 ( 20 з квадратними клітинками записані довільні тризначні числа. Розглянемо усі можливі квадрати зі сторонами, що паралельні строкам та столбцям таблиці, і з вершинами у центрах кліток.

Обчисліть суми чисел, шо стоять при вершинах. Чи знайдуться серед них рівні?

Розв'язання.
У кожній строчці таблиці маємо 20 точок – центри кліток. Отримаємо 19 відрізків довжиною 1; 18 відрізків довжиною 2 тощо. Число квадратів  
12 + 22 + … + 192 = 2470. Різних тризначних чисел – 900, суми 4 з них можуть змінюватись від 406 до 3990 ( 3585) значень, тобто всі суми можуть бути різними.

5. В умові попередньої задачі замість квадратів розглянемо прямокутники. Не менше якого числа рівних сум отримаємо у даному випадку?

6. В таблиці 10 ( 10 з квадратними клітинками записані довільні двозначні числа. Розглянемо квадрати з вершинами у центрах кліток і обчислимо суми  чисел, що стоять у вершинах. Чи знайдуться серед них рівні? Не менше якого числа?
Заняття № 4

Геометрія
1. У квадраті зі стороною 1 м знаходиться 20 точок. Чи знайдуться 3 з них, які можна покрити квадратом зі стороною 1 / 3 м?

Розв'язання.
Так. Розіб'ємо квадрат на 9 квадратів зі стороною  1 / 3 м. За принципом Діріхле, принаймні в одному з них знаходиться не менше 3 точок.

2. Всередині квадрата 7 ( 7 дм знаходиться 51 точка. Доведіть, що 3 з них можна накрити кругом одиничного радіуса.

Розв'язання.
Розіб'ємо даний квадрат на 25 квадратів зі стороною 7 / 5 дм. Хоча б в одному з них знаходиться не менше 3 точок. Його можна покрити кругом одиничного радіуса, так як діагональ квадрата менша за його діаметр: 


[image: image10.wmf]2
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3. У сфері, радіус якої дорівнює 1, летають 9 мух. Чи знайдуться дві з них, відстань між якими не більша 
[image: image11.wmf]3

?
4. Доведіть, що якщо пряма перетинає дві сторони трикутника ( і не проходить через його вершин), то вона не перетинається з третьою стороною трикутника?

5. Серед будь-яких трьох з 1997 точок знайдуться дві на відстані, менше 1. Доведіть, що існує круг радіуса 1, всередині якого знаходиться не менше 999 точок.

6. Шахова дошка розрізана на 13 прямокутників з цілим числом кліток.Чи можуть вони всі бути різними?
Розв'язання.
Ні. Знайдуться два рівних прямокутника. Припустимо, що всі 13 попарно не рівні. Мінімальна їх площа ( 1(1, 1 ( 2, … 1 ( 8, 2 ( 2, 2 ( 3, 2 ( 4, 2 ( 5, 3 ( 3) дорівнює 73. А площа вихідного квадката – 64 ( 73.

7. Декілька дуг кола ( із спільною довжиною менше половини  довжини кола) зафарбовані. Чи існує діаметр, обидва кінця якого зафарбовані?

8. Сторона клітки шахової дошки дорівнює 1. На дошці лежать 70 точок, і ніякі 3 з них не лежать на одній прямій. Доведіть, що знайдеться трикутник з вершинами в цих точках, площа якого не більша за  одиницю.

9. В прямокутнику проведено 13 прямих. Кожна розбиває прямокутник на два чотирикутника, площі яких відносяться як 1 : 5. Доведіть, що знайдуться 4 з цих прямих, що перетинаються в одній точці.

Розв'язання.
Площа трапеції дорівнює добутку довжин середньої лінії і висоти, тому у відношенні 1 : 5 будуть поділені і середні лінії прямокутника. Таких точок 4, а прямих 13. За принципом Діріхле, знайдуться 4 прямі, що проходять через одну з цих точок.

10.Доведіть, що в опуклий чотирикутник з площею S і периметром Р можна помістити круг радіуса S / Р.
�





     

















   Математика цікава тоді,      коли дає


поживу нашій винахідливості й


              здатності до міркувань.





                                                             Ю. Митропольський














Математика – це ще й мова, і як усяка мова – це форма мислення.


                                         М.Мойсеєв
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