Умови завдань І туру Всеукраїнської олімпіади з математики 2015-2016 навчального року
9 клас

1. Дано опуклий 2015–кутник. Яку найбільшу кількість вершин цього багатокутника можна відмітити, щоб ніякі дві з відмічених вершин не були з’єднані стороною багатокутника? 
2. 


Нехай  – дійсні числа такі, що .  Доведіть, що .
3. 
Розв‘яжіть в простих числах рівняння 
4. Равлик повзе по  столі з постійною швидкістю. Через кожні 15 хвилин вона повертає на 90, а в проміжках між поворотами повзе по прямій. Довести, що вона зможе повернутися у вихідний пункт тільки через ціле число годин.
5. 
Розв’язати систему рівнянь 
6. У трикутнику АВС проведені висоти АА1 і ВВ1. М – середина АВ. Доведіть, що МА1А = МАА1.



Умови завдань І туру Всеукраїнської олімпіади з математики 2015-2016 навчального року
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1. 








Перенумеруємо усі вершини номерами . Відмітимо усі ті, які мають парні номери: . Покажемо, що більшу кількість відмітити неможливо. Дійсно, наприклад, ми відмітили вершину , тоді точно не можуть бути відміченими вершини  та . А далі в кожній  з тих пар, що залишились: , , ...,  можна відмітити щонайбільше по одній вершині, тому максимум і виходить  вершини.
2. 





Якщо числа  мають різні знаки, або одне з них дорівнює , то нерівність є очевидною. Далі вважатимемо, що , тоді  , звідки . 
3. 



Вказівка. Якщо , то х – непарне число, і ліва частина рівняння більша за 2 і є парним числом. У цьому випадку число z простим бути не може. Отже, х=2. Маємо  Якщо у – непарне число, то  можна розкласти на множники, кожний з яких більший за 1. В цьому випадку число z простим бути не може. Звідси у – парне просте число, тобто у=2. Тоді 
Відповідь. х=2, у=2, z=5.

4. Обозначим количество звеньев ломаной, по которой ползет улитка, через s. Первое звено ломаной, а также параллельные ему звенья будем называть горизонтальными звеньями, остальные - вертикальными. Пусть x - число горизонтальных звеньев и y - количество вертикальных участков. Так как улитка через некоторое время вернулась в первоначальную точку, то x является четным числом, т.е. x = 2n. Поскольку после каждого горизонтального участка улитка проходит по вертикальному звену ломаной, получаем равенство x = y, а значит, s = 4n. Поэтому время, затраченное улиткой на весь путь, равно 4n·15  мин - целое число часов.
5. 

Умови завдань І туру Всеукраїнської олімпіади з математики 2015-2016 навчального року
11 клас
1. 
Побудуйте графік функції 
2. 

Знайдіть усі пари дійсних чисел , які задовольняють нерівність 
3. 
При яких значеннях параметра а нерівність  виконується при всіх дійсних значеннях х?
4. Бічна сторона рівнобічної трапеції дорівнює її меншій основі. Яким має бути кут при більшій основі трапеції, щоб її площа була найбільшою?
5. 

Доведіть, що , якщо 
6. 


Знайдіть усі прості числа  та натуральні числа , які задовольняють рівняння: .
7. Чи можна розташувати числа −11; − 10; −9; …; 13; 14 у вершинах, на ребрах і на гранях куба так, щоб число на будь-якому ребрі дорівнювало сумі чисел на його кінцях, а число на будь-якій грані цього куба дорівнювало сумі чотирьох чисел, які стоять на його ребрах.  

[bookmark: _GoBack]



Вказівка.  Графік – парабола з вітками вгору і вершиною в точці 





Вказівка. Запишемо вираз, який стоїть у лівій частині рівності, так:  Оскільки , а , то  Тому рівність може виконуватися лише за умови 

Відповідь. 








Вказівка. Виконуємо заміну  Маємо:  Числа  і  - корені тричлена  Маємо:  Умова задачі виконуватиметься у двох випадках: якщо  або 

Відповідь. 










Вказівка. В трапеції ABCD проведемо , тоді  У   Розглянемо функцію  та дослідимо її на екстремуми.     




За умовою α – гострий кут. Екстремуму функція  набуває при α=60º (). Розглянемо проміжки зростання (спадання) функції  в залежності від кута α. Найбільшого значення функція  набуває, коли α=60º.
Відповідь. 60º.





Вказівка. При  одержуємо , тобто  - правильна нерівність. Отже, при  задана нерівність виконується.



Припускаємо, що задана нерівність виконується при : , тобто 


Доведемо, що задана нерівність виконується і при , тобто 





Розглянемо різницю  (оскільки вираз в дужках за нерівністю  додатний  і при  вираз  теж додатний). Отже, 

Таким чином, задана нерівність виконується при всіх натуральних 



9.6. (Торба Сергій) Знайдіть усі прості числа  та натуральні числа , які задовольняють рівняння: .


Відповідь: .




Розв’язання. Перепишемо це рівняння у вигляді: . З простоти числа  маємо, що  або . 












1)      і , тому   , отже    – перший розв’язок.











2) , або . Якщо , то . Далі аналогічно , звідки  або . Число  – непарне, а тому . При   – не можливо. 

Залишається перебрати випадки . Бачимо, що нових розв’язків не з’являється.
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