



1. МЕТОД ПІДРАХУНОКУ ДВОМА СПОСОБАМИ
Цей метод часто зустрічається при розв'язуванні не лише олімпіадних задач. За допомогою цього методу, як правило, складається piвняння, в яке входить невідома величина.

Задача 1. Знайти кількість діагоналей опуклого n-кутника.

Розв'язання. Із кожної вершини виходить (n - 3) діагоналей. Помножимо їх на кількість вершин, отримаємо п (п - 3). Однак при тако​му підрахунку кожна діагональ враховується двічі. Тому кількість діагоналей дорівнює n ( n – 3 )\2
Задача 2. За круглим столом сидить 30 учнів. Кожен з них або завжди говорить правду, або завжди бреше. Відомо, що серед двох сусідів кожного брехуна є рівно один брехун. При опитуванні 12 учнів сказали, що рівно один з їхніх сусідів брехун, а решта сказали, що обидва сусіди брехуни. Скільки брехунів сидить за столом?

Розв'язання. Проаналізуємо відповіді учнів. Вони залежать від то​го, хто сам учень і хто його сусіди. Можливо таке розміщення трійками: 1 - БПБ, 2 - БПП, 3 - ППБ, 4 - ППП, 5 - БББ, 6 - ПБП, 7 - ББП, 8 - ПББ. Проте розміщення 5 та 6 неможливе внаслідок умови, що се​ред двох сусідів кожного брехуна е рівно один брехун, а розміщення 4 не було, тому що не було відповіді: «Нема жодного брехуна». При п'яти можливих розміщеннях відповіді були такі: БПБ - 2, БПП - 1, ППБ - 1, ББП - 2, ППБ - 2. Неважко помітити, що в кожному випадку опитуваний учень правильно називав кільксть брехунів у трійці уч​нів, всередині якого він сидить. При цьому кожен брехун згадувався тричі - собою та своїми двома сусідами. В ycix відповщях згадувалося 12*1 + 18*2 = 48 брехунів. Отже, загальна кількість брехунів 48: 3 = 16.
Задача 3. На площині задано 2011 точок 
[image: image1.wmf].
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Перетворення Р будується наступним чином: спочатку виконується симетрія відносно точки А1, потім відносно точки А2 і так далі до останньої симетрії відносно точки А2011. Довести, що існує лише одна точка, яка не змінюється при перетворенні Р.

Розв'язання. Нехай координати точки на площині 
[image: image2.wmf]).
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Тоді вихідна точка (х; у) після перетворення Р1 симетрії відносно точки А1 переходить в точку (х1; у1), де 
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, і перетворення Р1 має лише одну нерухому точку 
[image: image4.wmf]).
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Перетворенням Р2  (х1; у1) відносно точки А2 переводимо вихідну точку(х; у) у точку (х2; у2), де 
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. Перетворення Р2Р1 – це паралельний зсув, в якому, якщо точки А1 та А2 співпадають, то всі точки нерухомі, якщо ж точки А1 та А2 не співпадають, то нерухомих точок немає. Застосуємо до точки (х2; у2) перетворення симетрії відносно точки А3. 
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. Таким чином, застосування трьох перетворень симетрії Р3Р2Р1  рівносильне одному перетворенню симетрії відносно деякої точки з координатами 
[image: image7.wmf])
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. Тому, застосування будь-якої непарної кількості перетворень симетрії відносно деяких точок рівносильне застосуванню перетворення симетрії відносно деякої точки. Таким чином, Р – таке перетворення симетрії, що має одну нерухому точку.
Задача 4. Одну з вершин правильного 2011-кутника пофарбовано у чорний колір, а решту його вершин - у білий. За один крок дозволяеться вибрати будь-яку пофарбовану в чорний колір вершину та змінити колір на протилежний (білий - на чорний, а чорний - на білий) у неї та ще у двох сусідніх з нею вершин. Чи можливо за декілька зазначених кроків перефарбувати вci верши​ни початкового 2011-кутника у білий колір?

Розв'язання. Припустимо, що таке перефарбування можливе. Помічаемо, що після кожного кроку кількість чорних вершин або збільшується на 1, або зменшується на 3. Оскільки спочатку е 1 чорна вер​шина, а наприкінці - жодної, то кількість таких кроків має бути непарним числом.

Позначимо вершини початкового многокутника через А1, А2,..., А2011- Нехай у пpoцeci перефарбовування вершина Ак (к = 1,2,..., 2011) обиралася ак разів за "центральну". Тоді загальна кількість кроків S  = а1 + а2+...+ а2011  має бути непарним числом.

Нехай на початку описаного процесу вершину а1 пофарбовано в чорний колір. Тоді вершина А1 змінювала свій колір непарну кількість раз, а всі інші вершини змінювали свій колір парну кількість раз. 3 іншого боку, сума а1 + а2 + а3 дорівнюе кількості змін кольору верши​ни А2, сума а4 + а5 + а6 дорівнює кількості змін кольору вершини А5,.. сума а2009 + а2010 + а2011 дорівнюе кількості змін кольору вершини А2010. Тому загальна кількість кроків
S= (al +а2 + а3) + (а4 +а5 + а6) + ...+ (а2009 + а2010 +а2011)

має бути парним числом. Прийшли до суперечності
Отже, перефарбування за допомогою описаного в умові процесу неможливе. 
Задача 5. У класі 21 лижник, 14 баскетболістів та 11 плавців. Відомо, що кожен спортсмен займається двома видами спорту. Скільки в класі спортсменів?
Розв'язання. Всього лижників, баскетболістів та плавців 21 + 14 + 11 = 46. Але, так як кожен займається двома видами спорту, то спортсменів у класі   46 : 2 = 23. Отже, в класі 23 спортсмени.
Задача 6. Сільський гіпнотизер Іван Карпович розводить індиків і курей. Внаслідок його експериментів десята частина індиків вважає, що вони - кури, а десята частина курей вважає, що вони - індики. Якщо брати загалом, то п'ята частина птахів Івана Карповича вважае себе індиками. А якою є насправді частка індиків у його пташнику?
Розв'язання. Нехай у Івана Карповича х курей та у індиків. Індиками себе вважають 0,9у індиків і 0,1х курей, що складають п’яту частину курей. Усі птахи – х+у.  Отже, маємо рівняння:




0,9у + 0,1х = 0,2 ( х + у ) 




0,9у + 0,1х = 0,2х + 0,2у




0,9у  – 0,2у = 0,2х – 0,1х 

0,7у = 0,1х

7у =х

х =7у

   Всього птахів:  у +7у=8у 

   Отже, індики складають восьму частину всіх птахів.

2. МЕТОД ЗАСТОСУВАННЯ ПАРНОСТІ АБО НЕПАРНОСТІ ДЕЯКОЇ ВЕЛИЧИНИ
Деякі задачі легко розв'язуються, якщо помітити, що певна вели​чина зберігає свою парність, а тому ситуація, коли ця величина мае іншу парність, неможлива. У більшості задач цю величину потрібно сконструювати.

Задача 1. Чи існує замкнена ламана з 15 ланок, яка перетинає кожну свою ланку лише один раз?

Розв'язання. Припустимо, що така ламана існує. Тоді ланки, що перетинаються, утворюють пари, тобто кількість ланок мае бути пар​ною. Суперечшсть. 
Задача 2. На координатній площині накреслено коло радіуса 2011 з центром у точці (0,0). У кожній з точок площини, що лежать всередині кола та обидві координата яких є іншими числами, сидить павук. У деякий момент часу кожен з павуків переповзає на одиничну відстань праворуч, ліворуч, вгору або вниз, залишаючись всередині кола різні павуки можуть рухатись у різні боки. Чи обов'язково після переповзання два павуки зустрінуться в одній точці?
Розв'язання. Кільксть павуків всередині кола е непарним числом, бо кожній точці П(т,п), в якій сидить павук, відповідає симетрична відносно початку координат точка П(-т-п), лише точці (0,0) немае пари. При вказаному в умові переповзанні кожен павук змінює на одиницю одну зі своїх координат, або, що теж саме, змінює парність суми своїх координат. Розіб'ємо павуків на дві групи: М1 - павуки з парною сумою координат, М2 - павуки з непарною сумою координат.

Припустимо, що після переповзання в кожній точці знову сидить ли​ше один павук. Це означае, що при переповзанні кожен павук групи М1 зайняв місцe одного павука з групи М2 i навпаки, тобто в групах М1 та М2 однакова кількість павуків. Це суперечить тому, що їхня за​гальна кількість непарна.

Отже, в деякій точці після переповзання буде два чи більше павуків.
Задача 3. Чи можна вci натуральні числа від 1 до 65 розбити на кілька груп так, щоб у кожній гpyпi найбільше число дорівнювало сумі інших?

Розв'язання. Припустимо, що можна. Тоді в кожній гpyпi сума чисел є парним числом, тому сума вcix чисел від 1 до 65 теж має бути парною. Однак сума 1 + 2 +...+ 65 = 65 * 33 - непарна. Суперечність. Отже, не можна.
Задача 4. На аркуші паперу розташовані 2010 точок, що є вершинами правильного 2010-кутника. Двоє гравців по черзі з’єднують ці точками відрізками. За один хід дозволяється з’єднати будь-які дві точки таким чином. Щоб проведені відрізки не перетинались. Програє той гравець. У якого немає ходу. Хто виграє при вірній грі: той, хто розпочинає гру чи його суперник?

Розв'язання. Кожна проведена діагональ збільшує на одиницю кількість многокутників, на які розбивається даний 2010-кутник. При цьому загальна кількість сторін цих многокутників збільшується на два (проведену діагональ рахуємо двічі). Гра закінчується, коли даний 2010-кутник буде повністю поділений на трикутники. Якщо загальну кількість ходів прийняти за х , то трикутників буде (х+1). Загальна кількість їх сторін дорівнюватиме 3(х+1) або 2010+2х. Складаємо і розв’язуємо рівняння:
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Отже, кількість ходів непарна, тому останній хід зробить той, хто розпочинав гру.

Задача 5. Зграя мавп розташувалася по колу. Кожна  мавпа  має певну кількість бананів i певну кількість ананасів. Відомо, що жодні дві мавпи, які не знаходяться поруч, не в змозі відразу поділити загальну кількість бананів i ананасів (окремо тих та інших), які вони мають, порівну між собою, залишивши ласощі іншими. Скільки мавп може бути в цій зграї?
Розв'язання. 3 умови одразу випливає, що в довільних двох мавп, які не знаходяться поруч, або сума кількостей бананів непарна, або сума кількостей ананасів непарна. Існує лише 4 різних за парністю способи надання одній мавпі бананів та ананасів: (п,п) - парна кіль​кість бананів i парна кількість ананасів, (п,н) - парна кількість бананів i непарна кількість ананасів, (н,п) - непарна кількість бананів i парна кількість ананасів, (н,н) - непарна кількість бананів i непарна кількість ананасів. Оскільки у довільних двох мавп, які не знаходяться поруч, такі способи мають бути різні, то отримуємо, що мавп може бути не більше 8 (у двох, але не в трьох мавп, які знаходяться поруч, можуть бути однакові способи). Приклад 8-ми мавп легко сконструю​вати: (п, п), (п,п), (п,н), (п,н), (н,п), (н,п), (н,н), (н,н). Зрозуміло, що з такого набору можна викреслити будь-яку кількість мавп. Отже, мавп може бути не більше восьми. 
Задача 6. Коло розбите точками на 3к дуг: по к дуг завдовжки 1, 2 i 3. Довести, що знайдуться дві діаметрально протилежні точки.

Розв'язання. Припустимо супротивне, тобто, що таких даметрально протилежних точок розбиття немає. Тоді отримуємо, що проти дуг завдовжки 1 лежать дуги завдовжки 3. Вилучивши дві такі діаметрально протилежн дуги завдовжки 1 та 3, отримаемо дві рівні між собою «великі» дуги завдовжки 6к-4\ 2    = 3к - 2.
Нехай одна з них містить т дуг завдовжки 1 та п дуг завдовжки 3, тоді протилежна містить п дуг завдовжки 1 та т дуг завдовжки 3, причому т + п = к - 1. Оскільки, крім цих дуг, кожна з «великих» дуг містить лише дуги завдовжки 2, то парність довжини «великих» дуг збігаеться з парністю числа к - 1. Проте (Зк - 2) – (к - 1) = 2к - 1, тобто числа Зк - 2 та к - 1 мають різну парність. Дійшли до суперечності.
Отже, обов'язково знайдуться дві  діаметрально протилежні точки розбиття. 
Задача 7. На столі стоять 7 перевернутих склянок (догори дном). Дозволяться одночасно перевертати будьякі дві склянки. Чи можна домогтися того, щоб yci склянки стояли правильно?
Розв'язання. Ні. Тому, що кількість склянок непарна кількість, а за один крок дозволяється перевертати будь-які дві склянки, тобто парну кількість.
Задача 8. Чи можна з кубиків розмірами 
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склеїти фігуру площа якої 2011? При склеюванні кубики з’єднуються таким чином, що їх відповідні грані повністю співпадають. 

Розв'язання. Кожне склеювання змінює площу поверхні фігури на парне число отже, в результат можна отримати лише площу, що є парним числом. Отже, не можна отримати фігуру з площею поверхні 2011, так як дане число непарне.

 Задача 9. (Розв’яжемо задачу №2 з попереднього пункту іншим способом, з урахуванням парності) За круглим столом сидить 30 учнів. Кожен з них або завжди говорить правду, або завжди бреше. Відомо, що серед двох сусідів кожного брехуна є рівно один брехун. При опитуванні 12 учнів сказали, що рівно один з їхніх сусідів брехун, а решта сказали, що обидва сусіди брехуни. Скільки брехунів сидить за столом?

Розв'язання. З умови випливає, що брехуни сидять по двоє підряд, отже, їх парна кількість. Отже, 12 учнів, які сказали, що рівно один з їхніх сусідів брехун, є чесними. При чому, ці 12 учнів сидять шістьма  парами так, як у кожного з них рівно один чесний сусід. Цим шести парам чесних учнів відповідає шість пар брехунів так, як за кожною парою чесних учнів буде знаходитись пара брехунів. Отже, маємо 6 пар брехунів і 6 пар чесних учнів. Залишилося 30 – 12 – 12 = 6 учнів. Серед них або жодного, або 2, або4, або 6 брехунів. Причому чесні учні повинні мати обох сусідів брехунів, інакше, тих що повідомив під час опитування, що рівно один з їхніх сусідів – брехун, то було б більше 12 учнів.

 Отримуємо, що єдиний варіант – 4 брехуни. А всього брехунів: 12 + 4 = 16.
Задача 10.  У шкільних змаганнях з футболу приймають участь 15 команд. Кожні 2 команди зустрічаються між собою один раз. Довести, що у будь-який момент знайдеться принаймні одна команда, що зіграла парну кількість матчів або жодного.
Розв'язання. Так як у кожному матчі приймають участь дві команди, то у будь-який момент  сума кількості всіх зіграних матчів є парним числом. Але, якби кожна з 15 команд зіграла непарну кількість матчів, то ця сума була б непарною. 

Дійшли до суперечності. Отже, знайдеться принаймні одна команда, що зіграла парну кількість матчів або жодного. 

У загальному випадку при будь-якій кількості команд число команд, що зіграли непарну кількість матчів, завжди парне, і в даному випадку не може дорівнювати 15.
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