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Тема 1:      Границя функції та її властивості 
 

 

1.1. Розкриття невизначеності   / . 

 

Завдання 1. Обчислити границі функції: 

1)  45lim 2

2



xx

x
;        2) 7lim 2

3



x

x
;      3) 

4

3
lim

4 



 x

x

x
;   4) 

25 25

2
lim

x

x

x 




; 

5) 
13

5
lim

2

1 



 x

x

x
;           6) 

3

18
lim

23

2 



 x

xx

x
;            7) 

4

34
lim

2

1 



 x

xx

x
; 

8) 
12

34
lim

2

1 



 x

x

x
;  9) 

21 3

36
lim

xx

x

x 




;        10) 

22 4

71
lim

x

x

x 




; 

11) 
)sin(

63
lim

2/1 x

x

x 




;         12) 

x

x

x 3cos

54
lim

0




;       13) 

xtgx

x

x 

3sin
lim

4/
; 

14) 
x

xtg

x
2cos2

1
lim

4








         15) 




















2

3

12
lim

2

0 x

xx

x
;       16) 












 1

2

2

1
lim

322 x

x

xx
. 

 

Завдання 2. Обчислити границі: 

 

1) 
x

x

x 



 4

53
lim ;    2) 

x

x

x 



 3

46
lim ;       3) 

52

43
lim





 x

x

x
; 4) 

x

x

x 87

26
lim






. 

 

 

Завдання 3. Обчислити границі: 

1) 
95

768
lim

2

2





 x

xx

x
;   2) 

xx

xx

x 



 2

2

2

75
lim ; 

3) 
2

2

21

43
lim

x

xx

x 




;   4) 

2

2

23

57
lim

xx

xx

x 




; 

5) 
34

573
lim

23

3





 xx

xx

x
;   6) 

3

23

631

32
lim

xx

xx

x 




; 

7) 
3

3

7105

816
lim

xx

xx

x 




;  8) 

3

23

21

627
lim

x

xx

x 




. 
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Завдання 4. Обчислити границі: 

1) 
112

53
lim

4

5





 xx

xx

x
;    2) 

235

1124
lim

7

87





 xx

xx

x
; 

3) 
143

567
lim

34

256





 xx

xxx

x
;   4) 

253

321
lim

4

26





 xx

xx

x
; 

5) 
5

23

35

3116
lim

xx

xx

x 




;   6) 

62

2

31

54
lim

xx

xx

x 




; 

7) 
7102

310
lim

37

54





 xx

xx

x
;   8) 

524

24

354

562
lim

xxx

xx

x 




. 

 

Завдання 5. Обчислити границі: 

1) 
2

4

23

48
lim

x

xx

x 




;   2) 

x

xxx

x 41

327
lim

3 23






; 

3) 
243

32
lim

2 



 xx

x

x
;   4) 

3 26

23

435

72
lim





 xxx

xxx

x
; 

5) 
6

62

641

25
lim

xx

xx

x 




;   6)  

4

24

32

3
lim

xx

xxx

x 




; 

7) 
852

143
lim

4

62





 xx

xx

x
;   8)  

352

46
lim

5

3 29





 xx

xxx

x
. 

9) 
xx

xx

x 49

433
lim

6

23






;   10)  

23

43
lim

4

8





 x

xx

x
 

 

1.2.  Розкриття невизначеності  0/0 . 

 

Завдання 6. Обчислити границі: 

1) 
383

9
lim

2

2

3 



 xx

x

x
 ;    2) 

67

722
lim

2

2

6 



 xx

x

x
; 

3) 
992

34
lim

2

2

3 



 xx

xx

x
;    4) 

143

23
lim

2

2

1 



 xx

xx

x
; 
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5) 
123

23
lim

2

2

1 



 xx

xx

x
;    6) 

932

4521
lim

2

2

3 



 xx

xx

x
; 

7) 
6

103
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
;    8) 

252

273
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
. 

Завдання 7. Обчислити границі: 

1) 
1

572
lim

3

2

1 



 x

xx

x
;    2) 

23

1
lim

2

3

1 



 xx

x

x
; 

3)  
65

1
lim

2

3

1 



 xx

x

x
;    4) 

2732

27
lim

2

3

3 



 xx

x

x
. 

Завдання 8. Обчислити границі: 

1) 
2

3

1

23
lim

xx

xx

x 




;    2) 

23

2
lim

3

2

1 



 xx

xx

x
; 

3) 
1

23
lim

23

3

1 



 xxx

xx

x
;    4) 

43

8126
lim

23

23

2 



 xx

xxx

x
; 

5) 
1

35
lim

23

23

1 



 xxx

xxx

x
;    6) 

254

375
lim

23

23

1 



 xxx

xxx

x
  ; 

7) 
22

)23(
lim

23

22

1 



 xxx

xx

x
;   8) 

22

23

3 )32(

34
lim





 xx

xxx

x
. 

 

Завдання 9. Обчислити границі: 

1) 
37

2
lim

2 



 x

x

x
;    2) 

5

21
lim

5 



 x

x

x
 

3) 
9

334
lim

23 



 x

x

x
;    4)  

35

45
lim

2

4 



 x

xx

x
; 

5) 
32

2

0

131
lim

xx

x

x 




;     6) 

23

2

0 43

42
lim

xx

x

x 




; 

7) 
xx

x

x  11

3
lim
0

;    8) 
x

xx

x 4

44
lim

0




; 

9) 
20

2131
lim

xx

xx

x 




;          10) 

9

1213
lim

23 



 x

xx

x
. 
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Завдання 10. Обчислити границі: 

1)  
12

21
lim
3 



 x

x

x
;    2) 

21

34
lim
5 



 x

x

x
; 

3) 
4103

143
lim

2 



 x

x

x
;    4) 

x

x

x 24

529
lim

8 




; 

5) 
22

312
lim

4 



 x

x

x
;    6) 

25

121
lim

1 



 x

x

x
; 

7) 
42

33
lim

2

2

0 



 x

x

x
;    8) 

164

525
lim

2

2

0 



 x

x

x
. 

 

Завдання 11. Обчислити границі: 

1) 
2

26
lim

3

2 



 x

x

x
;    2) 

3

2

0 382
lim

x

xx

x 




; 

3) 
330 11

lim
xx

x

x 
;   4) 

xx

xx

x 2

2727
lim

2

33

0 




; 

5) 
xx

x

x 22

24
lim

3

2 




;    6) 

xx

x

x 23

39
lim

3

3 




; 

7) 
2

529
lim

38 



 x

x

x
;    8) 

1

21
lim

31 



 x

xx

x
. 

 

   

1.3.  Розкриття невизначеності   . 

 

Завдання 12. Обчислити границі: 

1) 











 22 4

4

2

1
lim

xxx
;  2) 












 9

6

3

1
lim

23 xxx
. 

3) 











 1

1

1

3
lim

31 xxx
;  4) 












 8

12

2

1
lim

32 xxx
; 

5) 
















 23

1

)2(
lim

222 xxxx

x

x
; 6) 












 xxxxx 63

1

2

1
lim

222
. 
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Завдання 13. Обчислити границі: 

1)




















x

x

xx

x
2

1

32
lim

2

;  2)




















x

x

xx

x 3

2
lim

2

; 

3) 



















 1

3
lim

2

23

x

xx
x

x
;   4) 




















 2

52
2lim

2

3

x

xx
x

x
. 

 

Завдання 14. Обчислити границі: 

 

1)  xxx
x




5lim 2 ;  2)  )1(lim 


xxx
x

; 

3)  23lim 2 


xxx
x

;  4) 





 


xxx

x
1lim 2 ; 

5)  xx
x




2lim ;   6) 




 


323lim 22 xxx

x
; 

7)  11lim 22 


xxx
x

; 8)  3)2(lim 2 


xxxx
x

; 

9)  3 34lim xx
x




;   10)   xxx
x




3 3 5lim . 

 

 

1.3. Перша визначна  границя 
 

Завдання 15. Обчислити границі: 

1) 
x

x

x 2

4sin
lim

0
;   2) 

xtg

x

x 3

5
lim

0
; 

3) 
x

x

x 3arcsin3
lim

0
;   4) 

xarctg

x

x 5

2
lim

0
; 

5)  xctgxtg
x

3lim
0




;  6)  xctgx
x

52sinlim
0




; 

7) 
xtg

x

x 8

2arcsin
lim

0
;   8) 

x

xarctg

x 2sin

7
lim

0
 

9) 
20

2cos1
lim

x

x

x




;   10) 

20 10

5cos1
lim

x

x

x




. 
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Завдання 16. Обчислити границі: 

1) 
xx

x

x 2sin

4cos1
lim

0 




;   2) 

xx

x

x sin6

3cos1
lim

0 




; 

3) 
x

xarctgx

x 4cos1

3
lim
0 




;   4) 

x

x

x 5cos1

)4/(sin
lim

2

0 
; 

5) 
xtgx

x

x 2

13cos
lim
0 




;   6) 

xx

x

x sin3

16cos
lim
0 




; 

7) 
xarctgx

x

x 52cos

3cos1
lim

0 




;  8) 

xtgx

x

x 42cos

5cos1
lim

0 




; 

9) 
17cos

3arcsin
lim

0  x

x

x
;   10)

12cos

3sin7cos
lim

0 



 x

xx

x
. 

 

Завдання 17. Обчислити границі: 

1) 
x

xx

x 4

3sinsin
lim

0




;   2) 

xx

x

x sin5sin

2
lim

0 
; 

3) 
xtg

xx

x 5

3coscos
lim
0




;   4) 

xtgx

xx

x 3sin

cos8cos
lim
0 




; 

5) 
xx

x

x 6sin2sin

4arcsin
lim
0 

;   6) 
xtgx

xx

x 



 2

5sin7sin
lim
0

; 

7) 
)5cos(cos

6arcsin
lim
0 xxx

x

x 
;  8) 

xtgx

xx

x 6cos

2sin4sin
lim
0 




. 

 

Завдання 18. Обчислити границі: 

1) 
30

sin
lim

x

xxtg

x




;   2) 

xx

xxtg

x sin

2sin2
lim

20 




; 

3) 
xxtg

xx

x sin

)2cos1(
lim

0 




;   4) 

xx

xx

x cossin1

cossin1
lim

0 




 

5) 
xx

xx

x 6sin3

4cos4cos
lim

2

0 




;  6) 

xxtg

x

x 33

2

0 sin

)cos1(
lim






; 

7) 
xx

xtgx

x 3cos3cos

8arcsin
lim

30 




;  8)  

xarctgx

xx

x 2

coscos
lim

3

0 




. 
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Завдання 19. Обчислити границі: 

1) 
x

xx

x 4sin

72
lim

2

0




;   2) 

 
20 2arcsin

2/5cos
lim

x

tgxx

x






; 

3) 
x

x

x 3

2

0 cos1

4
lim


;   4) 

xx

x

x 2sin

cos1
lim

3

0 




; 

5) 
33

2arcsin
lim

0  x

x

x
;   6) 

xarctg

x

x 3

24
lim

0




; 

7) 
x

xx

x cos1

sin
lim

0 




;   8) 

)3(arcsin

1cos
lim

20 x

x

x




. 

        

Завдання 20.  Обчислити границі: 

1) 
x

x

x 20 sin

cos12
lim




;   2) 

xtg

xx

x

sin1sin1
lim

0




; 

3) 
)2/(

2cossin1
lim

20 xtg

xxx

x




;  4) 

20

2coscos1
lim

x

xx

x




; 

5) 
24

1sin1
lim

0 



 x

x

x
;    6) 

11

22sin4
lim

0 



 x

x

x
. 

   

Завдання 21.  Обчислити границі: 

 

1) 
xtg

xctg

x 2

3
lim

2/
;    2) 

x

x

x 2sin

3sin
lim


; 

3) xtgx
x











 2
lim

2/




;   4) 

22/ )2/(

sin1
lim

x

x

x 



 
; 

5) 
x

x

x 2sin1

)4(
lim

2

4/ 








;    6)  

x

x

x cos2/3

)6/(sin
lim

6/ 








; 

7) 
xx

x

x 3cos5cos

sin
lim

2


;   8) 

x

xx

x 2cos

sincos
lim

4/




. 
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1.4. Неперервність функції в точці. Точки розриву 
 

 

Завдання 22. Дослідити на неперервність задану функцію: 

1) 
1

2
)(

2 




xx

x
xf ;   2) 

2

1
)(

2






x

xx
xf ; 

3) 
x

xf



1

1
2)( ;   4) 1

13

2
)( 




x
xf ; 

5) 
1

1
)(

2






x

x
xf ;   6) 

6

42
)(

2 




xx

x
xf ; 

7) 
2

|2|
)(






x

x
xf ;     8) 

|2|

86
)(

2






x

xx
xf ; 

9) 3

1

5)(  xxf ;   10)  xxf  4

1

3)( . 

 

Завдання 23. Дослідити на неперервність задану функцію та побудувати її графік: 

1) 









.1,2

,1,3
)(

2

xx

xx
xf    2) 










.2,1

,2,4
)(

2

x

xx
xf  

 

3) 









.1,2

;1,1
)(

2

xx

xx
xf   4) 










.2,1

;2,2
)(

xx

xx
xf  

 

Завдання 24. Дослідити на неперервність задану функцію та побудувати 

схематично  її графік: 

 

1) 
















.1,2

;11,2

;1,4

)( 2

xx

xx

xx

xf   2) 
















.1,3

;11,1

;1,2

)( 2

xx

xx

xx

xf  

 

3) 
















.2,3

;20,)1(

;0,

)( 2

xx

xx

xx

xf   4) 
















.2,1

;20,

;0,

)( 2

xx

xx

xx

xf  

 

5) 
















.,2

;0,sin

;0,

)(





xx

xx

xx

xf   6) 
















.2/,2/

;2/0,cos

;0,1

)(





xx

xx

x

xf   
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7) 

















.6/,sin

;6/1,2/1

;1,

)(





xx

x

xx

xf   8) 
















.4/,2

;4/0,

;0,

)(

2





x

xxtg

xx

xf  

 

Приклад розв’язування індивідуального завдання № 1 
 

► 1) Обчислити 
2

2

232

13
lim

xx

xx

x 




. 

Якщо x , то маємо невизначеність 











, тому обчислення границі необхідно 

чисельник та знаменник поділити на найбільший степінь х, тобто  









































 2

1

lim
232

13
lim

322

132

2

2

2

2

xx

xx

xx x

x

xx

xx
 

2

1

200

001

2

1

lim
32

13

2

2












xx

xx

x
. 

Відповідь:  5,0
2

1

232

13
lim

2

2






 xx

xx

x
. 

► 2)  Обчислити 
132

)1(
lim

3 



 xx

xx

x
. 

Аналогічно попередньому, маємо невизначеність 











, отже 

 






































32

133

12

3

2

3
2

1
lim

132
lim

132

)1(
lim

xx

x

xxx x

x

xx

xx

xx

xx
 

0
2

1
0

002

01
0

2

1
lim

1
lim

32
13

1













xx

x

xx x
. 

Відповідь: 0
132

)1(
lim

3






 xx

xx

x
 

 

► 3) Обчислити 
25

12
lim

2 



 xx

x

x
. 

Маємо 

   















































22
21

1

212

1

2
5||

2
lim

5

2
lim

25

12
lim

xx

x

x

xx

x

xx
x

x

x

x

xx

x
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 

5

52

5

2

005

02

5

2
lim

5

2
lim

2
2

21

1

21

1



























xx

x

x

xx

x

x
x

x
. 

Відповідь:  
5

52

25

12
lim

2






 xx

x

x
. 

 

►  4) Обчислити 
62

6
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
. 

Маємо невизначеність 








0

0
, оскільки 



























 0

0

628

624

62

6
lim

2

2

2 xx

xx

x
. 

Для розкриття невизначеності, розкладаємо квадратні тричлени чисельника та 

знаменника дробу на множники: 

)3)(2(62  xxxx ;   )2/3)(2(262 2  xxxx . 

Тоді 

7

5

34

32

32

3
lim

)2/3)(2(2

)3)(2(
lim

0

0

62

6
lim

222

2

2






























 x

x

xx

xx

xx

xx

xxx
; 

Відповідь: 
7

5

62

6
lim

2

2

2






 xx

xx

x
. 

 

► 5) Обчислити 
12

243
lim

23

23

1 



 xx

xxx

x
. 

Маємо невизначеність 








0

0
, тому що 



























 0

0

121

2431

12

243
lim

23

23

1 xx

xxx

x
. 

 

Оскільки чисельник та знаменник дорівнюють нулю при 1x , то число 1x  є 

коренем многочленів чисельника та знаменника, тобто ці многочлени діляться 

націло на двочлен 1x . Розкладемо чисельник та знаменник дробу на множники, 

скориставшись схемою Горнера: 

 1 3 4 2    1 2 0 -1 

-1 1 2 2 0   -1 1 1 -1 0 

 
 

 



 12 

 
Отже, 




















 )1)(1(

)22)(1(
lim

0

0

12

243
lim

2

2

123

23

1 xxx

xxx

xx

xxx

xx
 

 

1
111

221

1

22
lim

2

2

1












 xx

xx

x
. 

Відповідь: 1
12

243
lim

23

23

1






 xx

xxx

x
. 

 

 

► 6) Обчислити 
23

131
lim

21 



 xx

xx

x
. 

Маємо   


























 0

0

231

22

23

131
lim

21 xx

xx

x
. Оскільки чисельник містить 

ірраціональність, то для розкриття невизначеності помножимо чисельник та 

знаменник дробу на спряжене до чисельника: 

 

   
   




















 13123

131131
lim

0

0

23

131
lim

2121 xxxx

xxxx

xx

xx

xx
 

 

   
     












 131)2)(1(

)13(1
lim

13123

131
lim

12

22

1 xxxx

xx

xxxx

xx

xx
 

 

   












 131)2)(1(

)1(2
lim

131)2)(1(

22
lim

11 xxxx

x

xxxx

x

xx
 

 

    2

2

22

2

221

2

131)2(

2
lim

1












 xxxx
. 

Відповідь:  
2

2

23

131
lim

21






 xx

xx

x
. 

 

 

► 7) Обчислити  
24

3
lim

2

0 



 x

xx

x
. 

Маємо невизначеність 








0

0
. Для розкриття не визначеності помножимо чисельник 

та знаменник дробу на вираз, спряжений до знаменника, а саме: 
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   
   

   
 
















 22

2

0

2

0

2

0 24

243
lim

2424

243
lim

24

3
lim

x

xxx

xx

xxx

x

xx

xxx
 

 

   










 x

xxx

x

xxx

xx

24)3(
lim

44

24)3(
lim

00
 

 

  12)22(324)3(lim
0




xx
x

. 

Відповідь: 12
24

3
lim

2

0






 x

xx

x
. 

 

► 8) Обчислити  xx
x




1lim . 

Маємо невизначеність   . Для  розкриття невизначеності доповнюємо 

вираз під знаком границі до різниці квадратів, а саме: 

 xx
x




1lim     
   

 







 xx

xxxx

x 1

11
lim  

   
     xxxx

xx

xx

xx

xxx 












 1

1
lim

1

1
lim

1

1
lim

22

 

 
0

1

1

1
lim 















 xxx
. 

Відповідь:   01lim 


xx
x

. 

 

► 9) Обчислити  
x

x

x 5

13sin
lim

0
. 

Маємо 

6,2
5

13
1

5

13

13

13sin
lim

5

13

135

13sin13
lim

0

0

5

13sin
lim

000
















 x

x

x

x

x

x

xxx
. 

Відповідь: 6,2
5

13sin
lim

0


 x

x

x
. 

 

► 10) Обчислити  
xtg

x

x 3

7arcsin
lim

0
. 

Маємо  




















 x

x

xtg

x

x

x

xtg

x

xx 3

7

3

3

7

7arcsin
lim

0

0

3

7arcsin
lim

00
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3

7

3

3
lim

7

7arcsin
lim

3

7

00


 xtg

x

x

x

xx
. 

Відповідь: 
3

7

3

7arcsin
lim

0


 xtg

x

x
. 

 

► 11)  Обчислити   
xx

xx

x 6sin

cos3cos
lim

0 




. 

 

Для перетворення чисельника дробу скористаємося формулою тригонометрії 

перетворення суми у добуток, а саме 

2
sin

2
sin2coscos








 . 

Отримаємо 

 




















 x

x

x

x

x

x

x

x

xx

xx

xx

xx

xxx 6

2

6sin

6sin

2

2sin
lim2

6sin

sin2sin2
lim

6sin

cos3cos
lim

000
 

 

 

3

2

6sin

6
lim

sin
lim

2

2sin
lim

6

4

000


 x

x

x

x

x

x

xxx
. 

 

Відповідь: 
3

2

6sin

cos3cos
lim

0






 xx

xx

x
. 

 

► 12) Обчислити   
x

xxarctg

x 5cos1

10cos2
lim

0 




. 

Маємо 













 0

0

5cos1

10cos2
lim

0 x

xxarctg

x
, тому для спрощення знаменника 

використовуємо формулу зниження степеня, а саме 

2
sin2cos1 2   . 

Отже, 

 











 )2/5(sin2

10cos2
lim

5cos1

10cos2
lim

200 x

xxarctg

x

xxarctg

xx
 

 

















 22

2

0 )2/5(

2

)2/5(sin

)2/5(
10cos

2

2
lim

2

1

x

x

x

x
x

x

xarctg

x
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
 202

2

000 )2/5(

2
lim

)2/5(sin

)2/5(
lim)10(coslim

2

2
lim

2

1

x

x

x

x
x

x

xarctg

xxxx
 

 














 0

8

25

8
lim

2

1

25

42
lim

2

1

020 xx

x

xx
. 

 

Відповідь: 




 x

xxarctg

x 5cos1

10cos2
lim

0
. 

 


